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چکیده
هموستار بر علاوه آن در که است نظریه ای اینشتین، عام نسبیت نظریه بر جالب تعمیم های از یکی
دوگانه نظریات به که نظریات این در دارد. وجود نیز مستقل دلخواه آفین هموستار یک کریستوفل،
یکی که می سازیم انحنا اسکالر دو از ترکیبی با را گرانشی کنش هستند، معروف متریک-پالاتینی
این خلاصه به طور می شوند. ساخته مستقل آفین هموستار با دیگری و کریستوفل هموستار با آن ها از
تحول و گرفت نظر در اسکالر-تانسوری چند نظریات از خاصی حالت های می توان را نظریات
دوگانه نظریه بنابراین دارد. کیهانی مشاهدات با قبولی قابل همخوانی مدل ها این در کنونی عالم

می شود. گرفته نظر در تعمیم یافته گرانش نظریه عنوان به متریک-پالاتینی
انحنای بین که پرداخت خواهیم متریک-پالاتینی دوگانه نظریه از تعمیمی به ما پایان نامه این در
حالت در که دارد وجود کمینه و غیرکمینه برهم کنش یک باریونی ماده و آفین هموستار از حاصل
مورد ضربی و خطی پتانسیل گرفتن نظر در با را ماده-هندسه جفت شدگی داریم سعی غیرکمینه
استاندارد مدل با را مدل مان از آمده دست به داده های نیز انتها در دهیم. قرار کنکاش و بررسی

کرد. خواهیم مقایسه ΛCDM

پارامتر کیهان شناسی، ماده-هندسه، برهمکنش متریک-پالاتینی، دوگانه گرانش کلیدی: کلمه های
اسکالر-تانسوری. نظریه هابل،
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نشانگان و قرارداد ها
علامت گذاری این که است شده اتخاذ شکل(+,+,+,−) به متریک تانسور علامت پایان نامه، این در
در رفته کار به gµν متریک می کند. تحمیل فضاگونه ابررویه های روی بر معین مثبت متریک یک
تانسور برای همچنین و می کند تبعیت (۴۶ -۱) معادله اساس بر لوی -چیویتا هموستار از متن این
پایان نامه این از بخش هایی در که است ذکر قابل می کنیم. استفاده (۴۹ -۱) تعریف از ریمان انحنای
آن به تفصیل به صورت آن در که نکرده ایم استفاده شده، گفته معمول هموستار و متریک مفاهیم از

کرد. خواهیم اشاره
به ۰,۱,۲,۳ فضا-زمان گونه مقادیر شده اند، داده نشان  α, β, . . . یونانی حروف با که اندیس هایی
۱,۲,۳ فضاگونه مقادیر می شوند داده نمایش a, b, . . . لاتین حروف با که اندیس هایی و می گیرند خود
همچنین و ۱ فصل در ریاضیاتی بنیادی مفاهیم تعریف برای که است ذکر به لازم می کنند. اتخاذ را
داده ایم. نمایش لاتین حروف با نیز را آن ها که کرده ایم استفاده محض اندیس های از ،۱ -۱ -۳ بخش
می باشند. Aab ∈ V a

b = V ⊗ V ∗ مثال عنوان به چندجمله ای نگاشت یک دهنده نشان اندیس ها، این
بخشی صرفاً بلکه نیستند تانسور مولفه های کننده مشخص محض، اندیس های که است ذکر قابل
این در پلانک واحد از است شده سعی همچنین می شوند. محسوب اندیس ها برای نمادگذاری از
عمد به بخش ها، از برخی در اما می باشند G = c = ℏ = KB = ۱ آن در که شود استفاده پایان نامه

نمی کنیم. تبعیت گزاره این از

د



۱ فصل

عام نسبیت

انحنا اولیه مفاهیم و مقدمه ۱ -۱

نیوتون آیزاک می اندازیم. گرانش مفهوم پیدایش به مختصری تاریخی نگاه ابتدا عام، نسبیت بهتر درک برای
(حاصل جسم دو بین نیروی به واسطه گرانش که داشت بیان اینگونه گرانش، از را خود تفسیر بار اولین برای ۱

.[۱] می شود ایجاد جرم هایشان) از
کرد، منتشر گرانش از را خود بیان ۱۹۱۵ سال در ۲ اینشتین آلبرت که زمانی تا توضیح این سیطره سایه
از حاصل را آن و داد ارتباط فضا-زمان هندسه به را گرانش خود، توصیف در اینشتین .[۲] بود برجا پا
ازین شد. ۴ نااقلیدسی هندسه از استفاده به مجبور خود، کار پیشبرد برای که دانست ۳ فضا-زمان انحنای
هندسه مشخصا و دیفرانسیلی هندسه از را آن مفاهیم که است احتیاج عام، نسبیت مفاهیم بهتر درک برای رو
ریاضیاتی بوی و رنگ که می پردازیم آن از اولیه و مهم مفاهیم به بخش، این در بگیریم. وام ۵ منیفلدها

کرد. خواهیم استفاده فیزیکی شکل به مفاهیم این از ۲ فصل در دارد.
بعدی سه ۷ اقلیدسی فضای در که بعدی ای دو ۶ رویه های از کلی، به طور انحنا از شهودی مان درک
می شود. تعریف خارجی و داخلی شکل دو به انحنا، مفهوم می گیرد. نشات شده  اند، نشانده R۳ معمولی
انحنای برای ، نشاندن این که حالی در شود، نشانده بالاتر ابعاد با فضایی در می تواند ۸ خارجی انحنای
مفهوم بنابراین می باشد فضا-زمان انحنای به توجه مان چون بخش، این در .[۳] ندارد وجود ۹ داخلی
مرتبه فضای در gab متریک Mبا فضا-زمان منیفلد که است ذکر قابل می دهیم. بسط را داخلی انحنای
Manifolds ۵ Non-Euclidean geometry ۴ Space-time curvature ۳ Albert Einstein ۲ Isaac Newton ۱

Intrinsic curvature ۹ Extrinsic curvature ۸ Euclidean space ۷ surface۶

۱



انحنا اولیه مفاهیم و مقدمه .۱ -۱۲

نمی شود. نشانده بالاتر
شهودی مان درک کرد. تعریف کره یا صفحه روی بر ۱ موازی انتقال از استفاده با می توان را انحنا مفهوم
(که کند تغییر نباید می کند حرکت مسیر یک روی بر که هنگامی بردار، جهت که می گیرد نشات این از
انتقال صفحه، روی بر را بردار یک که هنگامی می ماند). باقی منیفلد آن به ۲ مماس فضای بر همیشه
انتقال این که هنگامی کره، روی بر ولی می گردد باز خود اولیه حالت روی بر آن جهت می دهیم، موازی
صفحه که می باشد پایه ای مفهوم یک موازی، انتقال رو ازین نمی افتد. اتفاقی چنین می گیرد، صورت موازی

.[۶–۴] می کند مشخص خمیده فضای یک عنوان به را کره یا تخت فضای یک عنوان به را
است خم یک ژئودزی شود. تعریف ۳ ژئودزی مفهوم با می تواند انحنا، برای دیگر بدیل مشخصه یک
که گفت می توان است. خم ممکن ترین واقع در این که می افتد خودش روی بر آن مماس موازی انتقال که
معنی به این که نشوند موازی موازی، انتقال تحت موازی، ژئودزی های اگر تنها و اگر است خمیده فضا یک

.[۷] می باشد ۴ اقلیدس پنجم موضوعه اصل شدن رد
فضاهای که چرا نداریم. آن موازی انتقال از طبیعی ای درک هیچ که است فضا منیفلد معین ساختار تنها
هیچ رو ازین می آیند. شمار به  مختلفی برداری فضاهای ،q و p مختلف نقطه دو بر واقع Vq و Vp مماس
انتقال تعریف بنابراین نداریم. باشد، q نقطه در بردار همان p نقطه بر واقع بردار که آن تشخیص برای راهی
دادن موازی انتقال چگونه که است این مهم نکته می کند. ایجاب را منیفلد ساختار از بیشتر چیزی موازی،
بدانیم اگر گرفت. درنظر خم یک راستای در برداری میدان یک از گرفتن مشتق با هم ارز می توان را بردار یک
را برداری میدان یک مشتق می توانیم دهیم، موازی انتقال خم یک راستای در را بردارها می توان چطور که
که بردار یک می توانیم داریم، مشتق مفهوم برای که همانطور مشابه به طور و کنیم تعریف خم یک جهت در

شود. صفر معین خم یک راستای در آن مشتق که کنیم تعریف را است داشته موازی انتقال
یک برای که می دهیم نشان بخش این در می پردازیم. مشتق عملگر مفهوم به ۲ -۱ -۱ بخش در بنابراین
حفظ آن در بردارها زوج  همه داخلی ضرب که دارد وجود موازی انتقال از یکتا تعریف یک معین،  متریک
انحنای از داخلی بیان همچنین و موازی انتقال از یکتایی مفهوم باعث متریک یک وجود بنابراین می شود.

می شود. منیفلد
بسته خم یک حول که هنگامی اولیه اش، مقدار به بردار یک بازگشت که است این دیگر مهم نکته
جابجاپذیری عدم به واسطه این که برمی خورد مشکل به می شود داده موازی انتقال کوچک، بی نهایت
و ژئودزی مفهوم به ۴ -۱ -۱ بخش  در و می پردازیم مشکل این رفع به ۳ -۱ -۱ بخش در می باشد. مشتق ها

Euclid’s fifth postulate ۴ Geodesic ۳ Tangent space ۲ Parallel transport ۱
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تفصیل به را موضوع این و رسید خواهیم فضا-زمان انحنای به رسیدن برای محاسباتی روش های به انتها در
کرد. خواهیم بیان

متریک تانسور مفهوم ۱ -۱ -۱

عام نسبیت الفبای که چرا می کنیم، استفاده ۱ متریک تانسور مخصوصاً تانسورها مفهوم از شروع، برای
عنوان به تانسور ها مفهوم یا بردارها جابجایی مفهوم می شود. بیان تانسور ها نام به ریاضیاتی ای اشیاء با
این در مهم اند. بسیار می باشند، جابجایی ها به (۲ چندخطی (یا خطی وابستگی دارای که کمیت هایی
.[۸] است آن مهم ویژگی های بیان همچنین و تانسور ها دقیق ریاضیاتی تعریف به پرداختن هدفمان بخش،
موضوعی مورد، این (در باشد. حقیقی اعداد روی بر متناهی بعد دارای برداری فضای یک V فرض کنید
گردایه ای ،V ⋆ که می کنیم فرض حال می باشد.) V = Vp مماس فضای است، برخوردار ویژه اهمیت از که
اسکارها ضرب و جمع نگاشتی، چنین روی بر اگر باشد. f : V → R صورت به ۴ خطی نگاشت های از ۳

۵ دوگان برداری فضای V ⋆ به که می رسیم V ⋆ روی بر طبیعی برداری فضای ساختار به کنیم، تعریف را
بگیریم، نظر در V پایه را v۱, . . . , vn اگر می نامیم. دوگان بردار را آن مولفه های و می گوییم V به نسبت

کنیم تعریف زیر رابطه از استفاده با را v۱⋆
, . . . , vn

⋆ ∈ V ⋆ مولفه های می توانیم آنگاه

vµ
⋆
(vν) = δµν , (۱ -۱)

(رابطه است. δµν = ۰ صورت این غیر در باشند، برابر ν و µ اندیس های اگر می باشد ،δµν = ۱ آن در که
v ∈ V دلخواه بردار روی بر آن اثر همچنین می باشد. پایه مولفه های روی بر vµ⋆ اثر کننده تعریف ،(۱ -۱)
V ⋆ پایه  را {vµ⋆} می توان بنابراین می شود.) مشخص بودن، خطی شرط همچنین و (۱ -۱) رابطه به واسطه
می دهد نشان گزاره این مشخصاً می گوییم. V فضای از {vµ} پایه به نسبت ۶ دوگان پایه آن به که کرد فرض
ولی می شود V ⋆ و V بین ۷ تکریخت نگاشت یک موجب ،vµ ←→ vµ

⋆ تناظر می باشد. dimV ⋆ = V که
با V ⋆ تشخیص برای معمولی راه هیچ بنابراین ندارد، {vµ} پایه انتخاب به بستگی تکریخت، نگاشت این

باشیم). داشته متریک یک یا پایه یک مانند معین ساختار یک V روی بر که آن (مگر نداریم V
برداری فضای رو ازین کنیم، شروع V ⋆ برداری فضای با و گیریم کار به را فوق ساخت می توانیم حال
یک V ⋆⋆ در v⋆⋆ بردار می دهیم. نشان V ⋆⋆ با را آن که می آوریم دست به را V به نسبت ۸ مضاعف دوگان
Isomorphism۷ Dual basis ۶ Dual vector space ۵ Linear maps ۴ Collection۳ Multilinear ۲ Metric tensor ۱

Double dual vector space ۸
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می باشد. V اصلی برداری فضای به تکریخت نگاشت یک ،V ⋆⋆ اگرچه است. R به V ⋆ از خطی نگاشت
با برابر w⋆ ∈ V ⋆ بردار روی بر آن مقدار که کرد مرتبط V ⋆⋆ در نگاشت یک می توان ،v ∈ V بردار هر به
پوشا باید که می آوریم دست به V ⋆⋆ به V از ۱ یک به یک خطی نگاشت یک صورت، این در w⋆(v)است.
جدیدی مفهوم بردار، یک مضاعف دوگان که می بینیم بنابراین .dimV = dimV ⋆⋆ داریم که چرا باشد ۲

دانست. V اصلی بردار فضای همان را V ⋆⋆ می توان پس نمی کند. بازتولید را
و متناهی ست بعد با برداری فضای یک ،V می کنیم فرض بپردازیم. تانسور مفهوم به می توانیم حال
نگاشت یک ،V فضای روی بر (k, l) مرتبه از ،T تانسور، یک می باشد. آن دوگان برداری فضای نیز V ⋆

می شود نوشته زیر شکل به که است چندخطی

T : V ⋆ × · · · × V ⋆︸ ︷︷ ︸
k

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
l

→ R. (۲ -۱)

آن ها همه اگر که می کند تولید عدد یک ،T تانسور معمولی، بردار l و معین دوگان بردار k با دیگر، بیان به
متغیر روی بر خطی نگاشت یک این صورت آن در بگیریم، نظر در ثابت دوگان بردار یا بردار یک بجز را

می باشد. باقی مانده
مشابه به طور و است دوگان بردار یک دقیقاً ،(۰,۱) مرتبه تانسور یک فوق، تعریف با مطابق بنابراین
یک پس دانستیم، یکی V با را V ⋆⋆ چون اگرچه، می باشد. V ⋆⋆ بردار مولفه  یک ،(۱,۰) مرتبه تانسور
بالاتر مرتبه تانسورهای است ممکن ،V با V ⋆⋆ یکسانی دلیل به است. معمولی بردار همان ،(۱,۰) تانسور
صورت به چندجمله ای نگاشت یک ،(۱,۱) مرتبه تانسور مثال عنوان به ببینیم. متفاوتی روش های به را
مولفه با که است V ⋆⋆ مولفه ،(۰, v) مرتبه تانسور ،v ∈ V کردن مشخص با رو ازین است. V ⋆ × V → R

تولید خطی شکل به ،V در دیگر بردار یک ،T تانسور ،V در معین بردار یک با بنابراین است. یکی V
به طور بالعکس. و می باشد V به V از خطی نگاشت یک ،(۱,۱) مرتبه از تانسور یک دیگر، بیان به می کند.

می باشد. V ⋆ به V ⋆ از خطی نگاشت یک عنوان به ،T تانسور نیز مشابه
تانسورهای تمامی از T (k, l) گردایه اسکالری، ضرب نگاشت های و جمع برای فوق قواعد اعمال با
می تواند تانسور یک بودن، چندخطی ویژگی به توجه با هستند. برداری فضای ساختار دارای ،(k, l) مرتبه
،V ⋆ دوگان فضای از {vν⋆} دوگان پایه های همچنین و V فضای از {vµ} پایه در بردار ها به مقدارش  دادن با
با (k, l) مرتبه تانسور جایگاه  های کردن پر برای مستقل روش nk+l که چرا شود. مشخص یکتایی به طور
T (k, l) برداری فضای بعد آن در که دارند وجود می باشد) n = dimV = dimV ⋆ آن در (که پایه بردارهای

می باشد. nk+l با برابر
Surjerctive ۲ One-to-one or injective linear map ۱
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شروع ۱ ادغام عملگر از ابتدا می کنیم. معرفی تانسور ها روی بر مهم حال عین در ساده عملگر دو حال
به است نگاشتی تانسور، یک جایگاه (بردار) j-امین و دوگان) (بردار i-امین به نسبت ادغام .[۸] می کنیم
(k, l) مرتبه از تانسور یک ،T اگر داد. خواهیم توضیح ادامه در که C : T (k, l)→ T (k− ۱, l− ۱) شکل

داریم آنگاه باشد،

CT =
n∑

σ=۱
T (. . . , vσ

⋆
, . . . ; . . . , vσ, . . . ), (۳ -۱)

تانسور ادغام که کرد توجه باید می باشد. دوگان پایه نیز vσ⋆ همچنین و است V پایه یک ،{vσ} آن در که
نگاشت از رد یک تنها حال می شد، گرفته نظر در V به V از خطی نگاشت یک عنوان به که (۱,۱) مرتبه

می باشد. {vµ} پایه انتخاب از مستقل ،CT تانسور بنابراین می باشد.
تانسور و (k, l) مرتبه از T معین تانسور فرض با .[۸] است معروف ۲ خارجی ضرب به نیز دوم عملگر
Tو تانسور خارجی ضرب با که بسازیم (k+k′, l+l′) مرتبه از جدیدی تانسور می توانیم ،(k′, l′) مرتبه Tاز ′

(k+k′) مرتبه از v۱⋆
, . . . , vk+k

′⋆ دوگان بردار  های اگر حال می شود. داده T⊗Tنمایش ′ با و شده Tشناخته ′

اثر بردار ها این بر که را T ⊗T ′ آنگاه بگیریم، نظر در را (l+ l′) مرتبه ,w۱از . . . , wl+l′ بردارهای همچنین و
Tتعریف ′(vk+۱⋆

, . . . , vk+k
′⋆
;wl+۱, . . . , wl+l′) Tو (v۱⋆

, . . . , vk
⋆
;w۱, . . . , wl)ضرب حاصل می کند،

می کنیم.
دوگان بردار های و بردارها داخلی ضرب انجام جدید، تانسورهای ساخت برای روش ها، از یکی بنابراین
پایه یک {vµ} اگر می گوییم. ۳ ساده تانسور می شود، بیان داخلی ضرب از استفاده با که تانسوری به است.
{vµ۱⊗· · ·⊗ ساده تانسور nk+l تعداد که داد نشان می توان باشد، دوگانش بردار ،{vν⋆}همچنین و V برای
به می تواند ،(k, l) مرتبه از تانسور هر بنابراین، می شود. T (k, l) پایه به منجر ،vµk ⊗ vν⋆۱ ⊗ · · · ⊗ vν⋆l }

شود بیان گردایه این در ساده تانسورهای جمع صورت

T =

n∑
µ۱,··· ,νl=۱

T
µ۱···µk

ν۱···νlvµ۱ ⊗ · · · ⊗ v
ν⋆l . (۴ -۱)

در که است ذکر قابل می نامیم. {vµ} پایه به نسبت T تانسور مولفه های را Tµ۱···µk
ν۱···νl پایه بسط ضرایب

µi اندیس های که معنی این به می کنیم استفاده تانسور مولفه های نمادگذاری برای استاندارد قرارداد از اینجا
هستند. دوگان بردار های با مرتبط نیز νj اندیس های و بردار ها با مرتبط

می کنیم. عمل شکل این به تانسوری، مولفه های اساس بر خارجی ضرب و ادغام عملگر دو نمایش برای
مولفه هایی Tدارای تانسور ،CT ادغام، آنگاه شود، داده (۴ -۱) رابطه Tبا تانسور مولفه های که می کنیم فرض

Simple tensor ۳ Outer product ۲ Contraction operator ۱
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است زیر شکل به

(CT )
µ۱···µk−۱

ν۱···νl−۱ =

n∑
σ=۱

T
µ۱···σ···µk−۱

ν۱···σ···νl−۱ . (۵ -۱)

مولفه های دارای S = T ⊗T ′ خارجی ضرب آنگاه باشد، T ′µ′۱···µ
′
k′
ν′۱···ν

′
l′

شکل به T ′ تانسور مولفه های اگر
می باشد زیر

S
µ۱···µk+k′

ν۱···νl+l′ = T
µ۱···µk

ν۱···νlT
′µk+۱···µk+k′

νl+۱···νl+l′ . (۶ -۱)

برای که موردی به حال کرد. اعمال دلخواهی متناهی بعد با برداری فضای هر به می توان را فوق گفته
در ،Vp مماس، فضای یک V آن در که می پردازیم است، مماس فضای هم آن و دارد اهمیت بیشتر ما
در بردار ها و مي نامیم p نقطه در ۱ کتانژانت فضای را V ⋆

p مورد این در Mاست. منیفلد روی بر p نقطه
به و ۲ پادورا بردار های ،Vp در موجود بردار های به می شوند. شناخته کتانژانت بردارهای به ،V ⋆

p فضای
مختصات دستگاه یک داشتن با می شود. گفته ۳ هم وردا بردار های ،V ⋆

p در موجود بردار های به همچنین
به را V ⋆

p دوگان پایه آن در که ساخت را Vp فضای از ،∂/∂x۱ · · · ∂/∂xn مختصات پایه های می توان معین،
به که است خطی نگاشت برای نمادی dxµ که می کنیم تاکید بنابراین می دهند. نمایش dx۱ · · · dxn شکل

می شود. داده نشان dxµ(∂/∂xν) = δµν شکل
از v′µ′ مولفه های دهیم، تغییر را مختصات دستگاه اگر که است این کنیم اشاره آن به باید که نکته ای
به زیر برداری تبدیل قانون به واسطه که است قدیم پایه در vµ آن مولفه های با مرتبط جدید، پایه در v بردار

می شوند مربوط یکدیگر

v′µ
′
=

n∑
µ=۱

vµ
∂x′µ

′

∂xµ
. (۷ -۱)

معادلات از آنگاه بگیریم، نظر در {dxµ} دوگان پایه به نسبت w دوگان بردار مولفه های را wµ اگر حال
[۹] به می شود تبدیل مولفه هایش مختصات، تبدیل تحت که برمی آید (۷ -۱) و (۱ -۱)

w′
µ′ =

n∑
µ=۱

wµ
∂xµ

∂x′µ′
. (۸ -۱)

می شود تبدیل زیر شکل به (k, l) مرتبه از T تانسور مولفه های کلی، به طور

T
′µ′۱···µ

′
k

ν′۱···ν
′
l
=

n∑
µ۱,··· ,νl=۱

T
µ۱···µk

ν۱···νl
∂x′µ

′
۱

∂xµ۱
· · · ∂x

νl

∂x′νl′
. (۹ -۱)

Covariant vectors ۳ Contravariant vectors ۲ Cotangent space ۱
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.[۹] است معروف تانسوری تبدیل قانون به فوق معادله
که است مزیت یک دارای تعریف این است. تانسور یک تعریف برای مهم ویژگی یک (۹ -۱) معادله
بردار ها روی بر جمله ای چند نگاشت مانند که هنگامی تانسور، عنوان به کمیت یک تعریف می دهد نشان
یک با مرتبط اعداد از گردایه ای عنوان به را آن ها که حالتی از است راحت تر می باشد، دوگان بردار های و

بگیریم. نظر در می کند، تغییر (۹ -۱) معادله طبق که مختصات دستگاه
یک می نامیم. تانسوری میدان را M منیفلد در p نقطه هر برای Vp روی بر تانسور یک تخصیص
w(v)هموار تابع ،v هموار برداری میدان هر برای اگر می نامیم (C∞) ۱ هموار wرا هم وردا تانسوری میدان
هموار هم وردای برداری میدان های همه برای اگر می نامیم هموار را (k, l) مرتبه از T تانسور همچنین باشد.
هموار T (w۱, · · · , wk; v۱, · · · , vl) تابع ،v۱, · · · , vl هموار پاد وردای برداری میدان های و w۱, · · · , wk

کرد. تعریف نیز Ck خاصیت برای را تانسوری میدان مفهوم مشابه به طور می توان باشد.
کوچک، بی نهایت فاصله مجذور به شهودی، به طور متریک می پردازیم. متریک مفهوم تعریف به حال
بردار از دقیق به طور کوچک بی نهایت جابجایی مفهوم دارد. اشاره کوچک بی نهایت جابجایی یک با مرتبط
مرتبه از جابجایی، به نسبت باید کوچک، بی نهایت فاصله مجذور چون بنابراین می شود. اتخاذ مماس
مرتبه از تانسور یک یعنی باشد اعداد به Vp × Vp از خطی نگاشت یک باید ،g متریک پس باشد، دوم
است این تقارن از منظورمان باشد. نیز ۳ ناتبهگنی و ۲ تقارن ویژگی دارای باید متریک آن، بر علاوه .(۰,۲)
که می باشد این ناتبهگنی معنی همچنین .g(v۱, v۲) = g(v۲, v۱) داریم ،v۱, v۲ ∈ Vp همه ازای به که
روی بر ،g متریک بنابراین .v۱ = ۰ باشیم داشته v ∈ Vp هر ازای به که حالتی در تنها است g(v, v۱) = ۰

یک که گفت می توان دیگر عبارت به است. (۰,۲) مرتبه از ناتبهگن و متقارن تانسوری میدان ،M منیفلد
می باشد. نقطه هر در مماس فضای روی بر ۵ داخلی ضرب یک ،(۴ معین مثبت لزوماً (نه متریک

[۱۰] داد بسط زیر شکل به gµν متریک مولفه های اساس بر را g متریک می توان مختصات پایه در

g =
∑
µ,ν

gµνdx
µ ⊗ dxν . (۱۰ -۱)

داریم آن در که کنیم استفاده ds۲ نماد گذاری از متریک تانسور معرفی برای می توانیم نیز اوغات گاهی

ds۲ =
∑
µ,ν

gµνdx
µdxν . (۱۱ -۱)

می کند. توصیف را کوچک بی نهایت فاصله مجذور مفهوم همان فوق معادله
Inner product ۵ Positive definite ۴ Non-degeneracy۳ Symmetry۲ Smooth۱
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کرد پیدا را p نقطه  هر در مماس فضای v۱, · · · , vn ۱ راست هنجار پایه می توان ،g معین متریک یک با
ذکر قابل .g(vµ, vµ) = ±۱ صورت این غیر در ،µ ̸= ν اگر است g(vµ, vν) = ۰ آن در که پایه ای یعنی
مختصات پایه انتخاب از مستقل ،g(vµ, vµ) = −۱ با یا و g(vµ, vµ) = +۱ با پایه  بردارهای تعداد که است
معمولی، دیفرانسیلی هندسه در می گوییم. ۲ متریک علامت متریک، در −موجود و + تعداد به می باشند.
دیگر طرف از .[۱۱ ،۱۰] ++ · · ·+ علامت با متریک هایی یعنی داریم سروکار معین مثبت متریک های با
ریمانی را معین مثبت متریک های +−می باشد. ++ شکل به متریک، علامت فضا-زمان، متریک برای
۴ لورنتسی مثبت) آن باقی مانده و منفی علامت یک دارای (یعنی فضا-زمانی متریک های به و می نامیم ۳

می گوییم.
روی بر (۰,۲) مرتبه از تانسور یک ،g متریک ،p ∈M نقطه هر در کردیم، تعریف بالا در که همان طور
یک عنوان به را g متریک می توان اگرچه .Vp × Vp → R شکل به چندخطی نگاشت یک یعنی است Vp
به یک هم نگاشت این ،g ناتبهگنی دلیل به دانست. v → g(۰, v) به واسطه ،V ⋆

p به Vp از خطی نگاشت
بنابراین کرد. تعریف نیز ۵ معکوس نگاشت می توان که است ذکر قابل همچنین می باشد. پوشا هم و یک
بنابراین کرد. برقرار دوگان بردار های و بردار ها بین یک به یک تناظر تا کرد، استفاده g متریک از می توان
دوگان بردارهای معرفی به الزامی ،g معین متریک یک از استفاده با تناظر، این دلیل به که است واضح پر

نیستند. آشنا دوگان بردارهای مفهوم با فیزیکدانان اکثر که است دلیل این به نداریم.

موازی انتقال و مشتق عملگرهای ۲ -۱ -۱

است نگاشتی ،M منیفلد روی بر می شود) گفته نیز ۷ هم وردا مشتق گاهی آن به ∇(که ۶ مشتق عملگر یک
(k, l+ ۱) نوع از هموار تانسوری میدان به را (k, l) نوع از مشتق پذیر) (صرفاً هموار تانسوری میدان هر که
بر ∇ اعمال از حاصل تانسوری میدان آنگاه ،T a۱···ak

b۱···bl ∈ T(k, l) اگر اندیسی، نمادگذاری در می برد.
مرسوم تنها و نیست دوگان بردار a∇یک که است ذکر قابل cT∇می نویسیم. a۱···ak

b۱···bl شکل به را T روی
پنج از شده گفته مشتق عملگر کنیم. استفاده آن روبروی اندیسی از هم وردا مشتق نوشتن برای که است

داریم α, β ∈ R و A,B ∈ T(k, l) همه ازای به بودن: خطی (۱ می کند: تبعیت زیر ویژگی

∇c
(
αA

a۱···ak
b۱···bl + βB

a۱···ak
b۱···bl

)
= α∇cAa۱···ak

b۱···bl + β∇cBa۱···ak
b۱···bl . (۱۲ -۱)

۶ Inverse map ۵ Lorentzian metric ۴ Riemannian metric ۳ Metric signature ۲ Orthonormal basis ۱

Covariant operator ۷ Derivative operator
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داریم B ∈ T(k′, l′) و A ∈ T(k, l) همه ازای به : ۱ لایبنیتس قاعده (۲

∇c
[
A
a۱···ak

b۱···blB
a۱···ak′

b۱···bl′
]
=

[
∇cAa۱···ak

b۱···bl

]
B
a۱···ak′

b۱···bl′

+A
a۱···ak

b۱···bl

[
∇cB

a۱···ak′
b۱···bl′

]
.

(۱۳ -۱)

داریم A ∈ T(k, l) همه ازای به ادغام: خاصیت با جابه جاپذیری (۳

∇d
(
A
a۱···c···ak

b۱···c···bl

)
= ∇dA

a۱···c···ak
b۱···c···bl . (۱۴ -۱)

همه ازای به اسکالر: میدان روی بر ۲ جهتی مشتق های عنوان به مماس بردارهای مفهوم با سازگاری (۴
داریم ta ∈ Vp همه و f ∈ F

t(f) = ta∇af. (۱۵ -۱)

داریم f ∈ f همه ازای به : ۳ پیچش از عاری (۵

∇a∇bf = ∇b∇af. (۱۶ -۱)

این تحت که نشود اعمال عام نسبیت در نظریات از برخی در می تواند (۱۶ -۱) شرط که کنیم ذکر باید
∇a∇bf − داریم آنگاه است، پادمتقارن b و a اندیس های آن در که دارد وجود T cab تانسور یک عمل،

می نامیم. ۴ پیچش تانسور را T cab تانسور آن در b∇af∇که = −T cab∇cf

جابجاگر آنگاه کنیم، استفاده لایبنیتس قاعده از و کنیم تلفیق باهمدیگر را (۱۶ -۱) و (۱۵ -۱) شرط اگر
تابع هر بر گزاره این اعمال با می آوریم. a∇بدست مشتق عملگر هر اساس بر را wa و va برداری میدان دو

داشت خواهیم f هموار

[v, w](f) = v{w(f)} − w{v(f)}

= va∇a(wb∇bf)− wa∇a(vb∇bf)

= {va∇awb − wa∇avb}∇bf, (۱۷ -۱)

داریم بنابراین

[v, w]b = va∇awb − wa∇avb. (۱۸ -۱)
Torsion tensor ۴ Torsion free ۳ Directional derivatives ۲ Leibniz rule ۱
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می کنیم فرض مختصات دستگاه یک را ψ کار، این برای کنیم. اثبات را مشتق عملگرهای وجود باید حال
این وجود فرض با منطقه، این در آنگاه است. آن به مربوط مختصات پایه های {dxµ} و {∂/∂xµ} که
کنیم. تعریف می دهیم، توضیح ادامه در که همانطور را ،∂a معمولی مشتق عملگر می توانیم مختصات
شکل به مختصات پایه این در را تانسورش مولفه های که ،T a۱···ak

b۱···bl هموار تانسوری میدان هر ازای به
پایه  این در مولفه هایش که می کنیم تعریف تانسور یک را ∂aT a۱···ak

b۱···bl می گیریم، نظر در Tµ۱···µk
ν۱···νl

تمامی شده، ساخته جزئی مشتق عملگر هستند. ∂T µ۱···µk
ν۱···νl/∂x

σ شکل به جزئی مشتق های مختصات،
برای بلکه اسکالر میدان های برای تنها نه آن در (۱۶ -۱) شرط و می کند رعایت را شده گفته شروط پنج
شده ساخته جزئی مشتق عملگرهای که کنیم ذکر باید را نکته این است. صادق نیز تانسوری میدان های
بنابراین دیگراند مختصات  در مختلف عملگرهای از متفاوت ،ψ′ مانند جدیدی مختصات دستگاه هر در
که تانسوری از مشتق با است شده تعریف ψ مختصات دستگاه در که تانسوری پرایم دار مولفه های از مشتق
مختصات به وابسته معمولی، جزئی مشتق عملگر رو ازین نیست. برابر می باشد، ψ′ پرایم د   ار دستگاه در

نیست. مرتبط منیفلد ساختار با طبیعی به طور که است
،(۱۵ -۱) شرط از استفاده با هستند؟ یکتا اندازه چه تا مشتق عملگرهای که می پردازیم سوال این به حال
عدم می خواهیم  اکنون باشند. توافق در اسکالری میدان های بر اعمال با باید ∇̃a a∇و مشتق عملگر دو هر
فرض دهیم. قرار خود کاوش مورد را می افتد اتفاق بالاتر مراتب از تانسورهایی بر آن اعمال سر بر که توافقی
اسکالر میدان یک برای ∇̃a(fwb) − ∇a(fwb) تفاضل و است دوگان برداری میدان یک wb که می کنیم

داریم لایبنیتس قاعده از استفاده با دارد. وجود نیز f دلخواه

∇̃a(fwb)−∇a(fwb) = (∇̃af)wb + f(∇̃awb)− (∇af)wb − f(∇awb)

= f(∇̃awb −∇awb), (۱۹ -۱)

به تنها تفاضل این که دریابیم می توانیم فوق معادله از کردیم. استفاده (۱۵ -۱) ویژگی از دوباره آن در که
می شود. صفر p نقطه ′wدر

b−wb تفاضل که داریم بیان باید را نکته این دارد. بستگی p نقطه wbدر تغییرات
دوگان برداری میدان های همه آن در که می شود صفر p نقطه در نیز f(α) هموار توابع درمی یابیم رو ازین

شکل به µ(α)b هموار

w′
b − wb =

n∑
α=۱

f(α)µ
(α)
b . (۲۰ -۱)
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داریم p نقطه در (۱۹ -۱) معادله از استفاده با بنابراین می شود. تعریف

∇̃a(w′
b − wb)−∇a(w′

b − wb) =
∑
α

{∇̃a(f(α)µ
(α)
b )−∇a(f(α)µ

(α)
b )}

=
∑
α

f(α){∇̃aµ
(α)
b −∇aµ

(α)
b } = ۰, (۲۱ -۱)

می آوریم دست به نهایت در می باشد. f(α) = ۰ ،p نقطه در که چرا

∇̃awb −∇awb = ∇̃aw′
b −∇aw′

b. (۲۲ -۱)

کنیم. اثبات را خود ادعای توانستیم که
مرتبه از تانسورهایی به p نقطه در دوگان بردارهای نگاشت ،∇̃a − ∇a تفاضل که دادیم نشان بنابراین
آن تبع به است. خطی نگاشت این که درمی یابیم نیز (۱۲ -۱) شرط از می باشد. p نقطه همان در (۰,۲)

بنابراین می دهیم. Ccabنمایش با را آن که می کند تعریف p نقطه در (۱,۲) مرتبه از تانسور یک ،(∇̃a−∇a)
که قسمی به دارد وجود Ccab تانسوری میدان a∇یک و ∇̃a مشتق عملگر دو هر برای

∇awb = ∇̃awb − Ccabwc. (۲۳ -۱)

نشان دوگان برداری میدان های روی بر را ∇awb و ∇̃a مشتق عمگرهای اعمال توافق عدم فوق، معادله
می دهد.

باشد، wb = ∇bf = ∇̃b که کنیم فرض اگر است. تقارن دارای Ccab تانسور (۱۶ -۱) شرط به واسطه
داریم آنگاه

∇a∇bf = ∇̃a∇̃bf − Ccab∇cf, (۲۴ -۱)

که می آید بر شرط این از پس متقارن اند، b و a اندیس های روی بر ∇̃a∇̃bf a∇bf∇و دوی هر که آنجا از

Ccab = Ccba. (۲۵ -۱)

نیست. صادق فوق رابطه آنگاه باشیم، پیچش تانسور دارای اگر که است ذکر قابل
مرتبه تانسوری میدان های همه و برداری میدان های روی a∇بر و ∇̃a عملگرهای اعمال تفاضل حاصل
و ta برداری میدان هر ازای به می شود. تعیین لایبنیتس قاعده و (۱۵ -۱) ویژگی ،(۲۳ -۱) معادله  با بالاتر،

درمی یابیم (۱۵ -۱) ویژگی از استفاده با ،wa تک-فرم میدان

(∇̃a −∇a)(wbtb) = ۰. (۲۶ -۱)
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داریم لایبنیتس قاعده از استفاده با دیگر، بیان به

(∇̃a −∇a)(wbtb) = (Ccabwc)t
b + wb(∇̃a −∇a)tb. (۲۷ -۱)

داشت خواهیم wb همه ازای به شده ادغام اندیس های روی بر جایگزینی با بنابراین

wb[(∇̃a −∇a)tb + Cbact
c] = ۰. (۲۸ -۱)

می دهد نشان که

∇atb = ∇̃atb + Cbact
c. (۲۹ -۱)

تانسوری میدان یک روی a∇بر اعمال برای عمومی فرمولی می توانیم کنیم، دنبال را قبل شیوه  اگر ادامه در
درمی یابیم T ∈ T (k, l) ازای به آوریم. بدست Ccab و ∇̃a اساس بر دلخواه

∇aT b۱···bkc۱···cl = ∇̃aT
b۱···bk

c۱···cl+
∑
i

CbiadT
b۱···d···bk

c۱···cl−
∑
j

CdacjT
b۱···bl

c۱···dj ···cl . (۳۰ -۱)

است. شده مشخص Ccab تانسوری میدان به واسطه کاملاً ،∇̃a a∇و مشتق عملگر دو بین تفاضل بنابراین
دلخواه هموار تانسوری میدان Ccabیک آنگاه باشد، مشتق عملگر یک ∇̃a اگر که داد نشان می توان بالعکس
،(۳۰ -۱) معادله با شده داده ∇a عملگر رو ازین دارد، وجود تقارن آن پائین  اندیس های روی بر که است
می باشیم، عمل آزادی دارای مشتق عملگر انتخاب در که می دهد نشان این می باشد. مشتق عملگر یک نیز
هر در است، مستقل مولفه n۲(n + ۱)/۲ دارای که Ccab تانسور بعدی، n منیفلد یک روی بر که چنان

مي باشد. مشخص نقطه ای
در که است (۳۰ -۱) معادله از مهم کاربرد این به رسیدن شده، اظهار گفته های مفصل بیان از هدف
تانسوری میدان جای به حالت، این در کنیم. جابه جا ∂a جزئی مشتق با را ∇̃a مشتق عملگر می توانیم آن
بنویسیم می توانیم بنابراین .[۱۳ ،۱۲] است معروف ۱ کریستوفل نماد به که می کنیم استفاده Γc ab از Ccab

∇atb = ∂at
b + Γb act

c. (۳۱ -۱)

را معین مختصات دستگاه یک با مرتبط معمولی مشتق عملگر می توان چطور می دانیم، که آنجایی از
∇a مشتق عملگر می توانیم Γc ab کریستوفل نماد دانستن با نیز (۳۱ -۱) معادله در بنابراین کرد محاسبه

کنیم. محاسبه را
Christoffel symbol ۱
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و می باشد ∇a مشتق عملگر با مرتبط تانسوری میدان یک Γc ab کریستوفل نماد که کنیم توجه باید
تغییر را خود مختصات دستگاه اگر بنابراین است. شده  تعریف ∂a آن در که مختصاتی دستگاه همچنین
تانسور به Γc ab کریستوفل نماد نیز آن تبع به که دهیم تغییر ∂′

a به ∂a از باید را مشتق عملگر نتیجه، در دهیم
با پرایم بدون مختصات در Γc ab کریستوفل نماد مختصه مولفه های رو ازین می کند. تغییر Γ′c

ab جدید
که چرا بود نخواهند مرتبط تانسوری، تبدیل قانون از استفاده با پرایم دار مختصات در Γ

′c
ab مولفه های

می دهیم. تغییر مختصات همانند نیز را تانسورها
در بردار یک موازی انتقال مفهوم می توانیم شده، تعریف پیش از ∇a مشتق عملگر یک از استفاده با
،C خم از نقطه ای هر در معین va بردار یک به هنگامی کنیم. تعریف را ta مماس با C خم یک امتداد

کند حرکت زیر معادله تحت خم یک امتداد در که است کرده پیدا موازی انتقال می گوییم

ta∇avb = ۰. (۳۲ -۱)

باشیم داشته نیز دلخواه مرتبه با تانسوری میدان یک برای را معادله این می توانیم عمومی تر، به طور

ta∇aT b۱···bk c۱···cl = ۰. (۳۳ -۱)

گونه می نویسیم این را (۳۲ -۱) رابطه ،(۳۱ -۱) معادله از استفاده و مختصات دستگاه انتخاب با

ta∂av
b + taΓb acv

c = ۰, (۳۴ -۱)

[۱۲] کنیم بازنویسی C خم امتداد در t پارامتر گرفتن نظر در با و مختصات پایه در را مولفه ها می توانیم یا

dvν

dt
+

∑
µ,λ

tµΓνµλv
λ = ۰. (۳۵ -۱)

است ممکن رو ازین دارد. بستگی خم روی بر va مقدار به تنها va موازی انتقال که می دهد نشان این
نظر در برداری میدان  خلاف بر شده، تعریف خم یک امتداد در تنها را بردارها موازی انتقال ویژگی های
در با فوق، معادله برای همیشه که درمی یابیم معمولی، دیفرانسیل معادلات از استفاده با همچنین بگیریم.
منحصراً خم روی بر p نقطه در بردار یک بنابراین دارد. وجود خاص جواب یک ،va اولیه مقدار گرفتن نظر
موازی انتقال مفهوم این از کند. تعریف خم روی بر کجا هر در شده داده موازی انتقال بردار یک می تواند
کرد، استفاده q و pنقاط در Vq و Vp مماس فضاهای یکدیگر) به نگاشت (یعنی یکسان سازی برای می توان
نشات ریاضیاتی ساختار باشد. داشته وجود q و pنقاط بین همبند خم یک و مشتق عملگر یک که شرطی به
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معکوس به طور .[۶] می گوییم ۱ هموستار را مختلف نقاط از مماسی فضاهای خم به وابسته ویژگی از گرفته
کنیم. تعریف را مشتق عملگر مفهوم آن، از استفاده با و کنیم شروع هموستار عمومی مفهوم از می توانیم نیز
مجزایی مشتق عملگرهای معین، منیفلد ساختار یک داشتن با تنها کردیم، مشاهده که همان طور بنابراین
متریک یک اگر که دهیم نشان می خواهیم حال ندارند. ارجعیتی دیگری بر آن از کدام هیچ که دارند وجود
که چرا است. شده انتخاب یکتایی به طور مشتق عملگر طبیعی گزینش باشیم، داشته منیفلد روی بر gab
که می کنیم فرض منظور این به می شود. موازی انتقال مفهوم روی بر طبیعی شرط یک تحمیل باعث متریک
دهیم، موازی انتقال خمی هر روی بر را ،gabvawa داخلی شان، ضرب اگر که دارند وجود wa و va بردار دو

داریم احتیاج می کند، ارضا را (۳۲ -۱) معادله که wa و va برای بنابراین می مانند. باقی نخورده دست

ta∇a(gbcvbwc) = ۰. (۳۶ -۱)

می آوریم بدست لایبنیتس قاعده از استفاده با حال

tavbwc∇agbc = ۰. (۳۷ -۱)

داشته که است صادق اگر تنها و اگر کرده اند پیدا موازی انتقال که بردارهایی و خم ها همه برای فوق رابطه
[۱۴] باشیم

∇agbc = ۰. (۳۸ -۱)

قضیه از آن تعیین برای و کرده ایم تحمیل مشتق عملگر بر که است اضافه ای شرط همان (۳۸ -۱) معادله
می کنیم: استفاده زیر

آن در که دارد وجود یکتایی به طور ∇a مشتق عملگر یک آنگاه است، متریک یک gab می کنیم فرض
agbc∇می باشد. = ۰

مرتبط معمولی مشتق عملگر مثال عنوان به باشد می تواند مشتقی عملگر هر ∇̃a می کنیم فرض اثبات:
مشتق عملگر رو ازین کنیم. حل Ccab برای را گزاره این می کنیم تلاش حال مختصات. دستگاه یک با
حل که این دادن نشان با را قضیه این کرد. خواهد ارضا را مطلوب ویژگی Ccab و ∇̃a به واسطه شده تعیین

کرد. خواهیم اثبات دارد، وجود Ccab برای یکتایی
می کند ارضا را زیر معادله Ccab ،(۳۰ -۱) معادله از استفاده با

۰ = ∇agbc = ∇̃agbc − Cdabgdc − Cdacgbd, (۳۹ -۱)
Connection ۱
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یعنی

Ccab + Ccab = ∇̃agbc, (۴۰ -۱)

داریم اندیس جایگذاری با که

Ccba + Cabc = ∇̃bgac, (۴۱ -۱)

Cbca + Cacb = ∇̃cgac. (۴۲ -۱)

خاصیت از استفاده با و یکدیگر از (۴۲ -۱) و (۴۱ -۱) معادلات تفریق سپس و کردن جمع بار یک  با
می آوریم دست به Ccab تانسور تقارن

۲Ccab = ∇̃agbc + ∇̃bgac − ∇̃cgab, (۴۳ -۱)

یعنی

Ccab =
۱
۲g

cd
[
∇̃agbd + ∇̃bgab − ∇̃dgab

]
. (۴۴ -۱)

می شود. کامل فرضیه مان اثبات شکل بدین و می کند ارضا را (۳۸ -۱) معادله ،Ccab از یکتا انتخاب این
خواهیم هم وردا مشتق و کریستوفل نماد از استفاده با شده گفته اثبات به توجه با مشخص به طور بنابراین

داشت

Γc ab =
۱
۲g

cd
[
∂agbd + ∂bgab − ∂dgab

]
. (۴۵ -۱)

می شوند بازنویسی زیر شکل به کریستوفل نماد مختصات پایه  مولفه های بنابراین

Γρµν =
۱
۲
∑
σ

gρσ
{
∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν

}
. (۴۶ -۱)

متریک مختصات پایه مولفه های از جزئی مشتق های گرفتن با را) ∇a رو (ازین را Γc ab می توانیم پس
می کنیم استفاده ۱ اینشتین جمع قرارداد از روابط، در سادگی برای پس زین که است ذکر قابل کنیم. محاسبه

می باشد. تکراری اندیس های روی بر سری جمع حذف معنی به که
Einstein summation convention ۱
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انحنا ۳ -۱ -۱

تانسور با را آن و می پردازیم انحنا داخلی بیان به مسیر، به وابسته موازی انتقال از استفاده با بخش این در
یافت. خواهیم دست موازی انتقال مسیر به وابسته ذات به ادامه در و کرد خواهیم تعریف ۱ ریمان انحنای

تایع یک نیز را f می باشد. دوگان برداری میدان نیز wb و است مشتق عملگر a∇یک که می کنیم فرض
کرد خواهیم محاسبه fwb روی بر b∇را a∇و مشتق عملگر دو اعمال حال می گیریم. نظر در هموار

∇a∇b(fwc) = ∇a(∇bfwc + f∇bwc)

= (∇a∇bf)wc +∇bf∇awc +∇af∇bwc + f∇a∇bwc, (۴۷ -۱)

می آوریم دست به فوق رابطه b∇a(fwc)∇از عبارت کردن کم با

(∇a∇b −∇b∇a)fwc = f(∇a∇b −∇b∇a)wc. (۴۸ -۱)

(∇a∇b − ∇b∇a)wc تانسور که ((۱۹ -۱) معادله برای شده گفته استدلال (طبق می آید بر معادله این از
یک ∇a∇b − ∇b∇a که گرفت نتیجه می توان پس دارد. p نقطه در wc مقدار به وابستگی تنها p نقطه در
می کند تعریف p نقطه همان در (۰,۳) مرتبه از تانسورهایی به p نقطه در دوگان بردارهای از خطی نگاشت
برای R d

abc تانسوری میدان یک که دادیم نشان رو ازین می باشند. (۱,۳) مرتبه از تانسورهایی آن، اثر که
یعنی دارد وجود wc دوگان بردار میدان های همه

∇a∇bwc −∇b∇awc = −R d
abc wd, (۴۹ -۱)

.[۱۲ ،۶] است معروف ریمان انحنای تانسور به R d
abc آن در که

انتقال هنگام به بردار یک که: دارد ارتباط گزاره این با مستقیماً تانسور این که داد خواهیم نشان حال
بسته حلقه یک کار، این برای گشت. نخواهد باز خود اولیه مقدار به کوچک بسته خم یک حول موازی
نظر در آن روی بر s و t مختصات و p از گذرنده S دوبعدی رویه یک انتخاب با p ∈ M نقطه در کوچک
می گیریم نظر در را حلقه ای حال است. شده انتخاب p = (۰,۰) مختصه آن در سادگی برای که می گیریم
به بازگشتشان نهایت، در و t = ∆t خم امتداد در ∆S حرکت سپس و s = ۰ خم امتداد در ∆tحرکت با که
رویه بر مماس لزوماً (که است p نقطه در بردار یک va که می کنیم فرض اکنون است. گرفته شکل ∆s و ∆t
ساده ترین کنیم. محاسبه شده، ساخته حلقه حول را va بردار موازی انتقال می خواهیم ادامه در نیست). S

Riemann curvature tensor ۱
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نقطه به دلخواه، دوگان برداری میدان یک عنوان wbبه فرض با که است زمانی  ،va در تغییر محاسبه برای راه
اینکه فرض با آوریم. دست به می کنیم، طی برعکس را حلقه که وقتی  vawa اسکالر در را تغییر و بازگردیم p
مسیر از بخش اولین روی بر حرکت طی در کوچک ∆tبرای می دهیم، نشان δ۱ با را vawa اسکالر در تغییر

داریم

δ۱ = ∆t
∂

∂t
(vawa)

∣∣∣∣
(∆t/۲,۰)

. (۵۰ -۱)

در دوم مرتبه دقیق کننده توصیف عبارت این که درمی یابیم میانی، نقطه در مشتق محاسبه با آن در که
نوشت می توان بنابراین است. ∆t جابجایی

δ۱ = ∆tT b∇b(vawa)
∣∣
(∆t/۲,۰) = ∆tvaT b∇bwa

∣∣
(∆t/۲,۰), (۵۱ -۱)

رهیافتی انجام با است. ،(۳۲ -۱) معادله طبق ،T b∇bva = ۰ و s ثابت خم های بر مماس T b آن در که
،∆t وردش گیری دو ترکیب کنیم. محاسبه را δ۴ و δ۳ ،δ۲ روابط می توانیم شد گفته الان که چیزی با مشابه

به می شود منجر δ۳ و δ۱ یعنی

δ۱ + δ۳ = ∆t

[
vaT b∇bwa

∣∣
(∆t/۲,۰) − v

aT b∇bwa
∣∣
(∆t/۲,∆s)

]
. (۵۲ -۱)

داخل جملات ،∇S → ۰ با که درمی یابیم حال داد. انجام نیز δ۴ و δ۲ برای مشابه به طور می توان را کار همین
تغییر همچنین و ∆s ،∆t در اول مرتبه تغییر که می دهد نشان این و می شوند صفر فوق معادله در براکت
وابسته ∆s و ∆t در اول مرتبه تا موازی انتقال یعنی این که می شوند صفر با برابر نیز vawa اسکالر در کل
را t = ∆t/۲ خم می کنیم. تبعیت فرآیند این از نیز vawa در دوم مرتبه تغییر محاسبه برای است. مسیر به
می دهیم. موازی انتقال (∆t/۲,∆s) تا (∆t/۲,۰) از خم این امتدا در را T b∇bwa و va می گیریم. درنظر
امتداد در (∆t/۲,۰) در va موازی انتقال با برابر (∆t/۲,∆s) در va ،∆s در اول مرتبه تا که است واضح
عبارت اول، مرتبه تا دیگر، بیان به است. مسیر به وابسته اول مرتبه تا موازی انتقال که چرا می باشد. خم این
تفاوت ∆sSc∇c(T b∇bwa) مقدار با (∆t/۲,۰) از کمیت این موازی انتقال از (∆t/۲,∆s) در T b∇bwa
کمیت یک تنها براکت داخل عبارت رو ازین است. t ثابت خم های بر مماس Sc آن در که داشت خواهد

داریم ∆s و ∆t در دوم مرتبه تا بنابراین است. va با شده ادغام

δ۱ + δ۳ = −∆t∆svaSc∇c(T b∇bwa), (۵۳ -۱)

vawa در را کل تغییر ،δ۴ و δ۲ برای رهیافت همین با کنیم. محاسبه p در را تانسورها همه باید دقت برای که
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بدست می آوریم

δ(vawa) = ∆t∆sva{T c∇c(Sb∇bwa)− Sc∇c(T b∇bwa)},

= ∆t∆svaT cSb(∇c∇b −∇b∇c)wa,

= ∆t∆svaT cSbR d
cba wd; (۵۴ -۱)

جابه جا یکدیگر با Sb و T a مختصه دار برداری میدان که کردیم استفاده واقعیت ازین دوم خط در که
تنها و waاگر همه ازای به فوق معادله گرفتیم. بهره نیز ریمان انحنای تانسور تعریف از همچنین و می شوند

است برقرار باشد زیر شکل به (∆s و ∆t در دوم مرتبه تا دقیق تر طور (به va در کل تغییر اگر

δva = ∆t∆svdT cSbR a
cbd , (۵۵ -۱)

موازی انتقال مستقیم، به طور ریمان انحنای تانسور می دهد نشان که است میل مان باب نتیجه همان این که
می گیرد. اندازه را مسیر به وابسته

تانسوری میدان های روی بر مشتق عملگرهای جابجاگر اثر می توانیم (۴۹ -۱) معادله از استفاده با
فرض ،ta برداری میدان یک برای عبارتی کردن پیدا برای آوریم. دست به ریمان تانسور اساس بر را دلخواه
لایبنیتس قاعده همراه به (۱۶ -۱) ویژگی از استفاده با آنگاه است. دوگان برداری میدان یک wb که می کنیم

داشت خواهیم (۴۹ -۱) معادله و

۰ = (∇a∇b −∇b∇a)(tcwc)

= ∇a(wc∇btc + tc∇bwc)−∇b(wc∇atc + tc∇awc)

= wc(∇a∇b −∇b∇a)tc + tc(∇a∇b −∇b∇a)wc

= wc(∇a∇b −∇b∇a)tc + tcwdR
d

abc . (۵۶ -۱)

می آوریم دست به بنابراین

(∇a∇b −∇b∇a)tc = −R c
abd t

d. (۵۷ -۱)

داریم T c۱···ck d۱···dl دلخواه تانسوری میدان یک برای استقرایی استدلال از استفاده با که

(∇a∇b−∇b∇a)T
c۱···ck

d۱···dl = −
k∑
i=۱

R ci
abe T

c۱···e···ck
d۱···dl+

l∑
j=۱

R e
abdj

T
c۱···ck

d۱···e···dl . (۵۸ -۱)
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قراراند: ازین که می پردازیم ریمان انحنای تانسور مهم ویژگی های به ادامه در حال

۱) R d
abc = −R d

bac . (۵۹ -۱)

۲) R d
[abc] = ۰. (۶۰ -۱)

داریم ،∇agbc = ۰ متریک با a∇مرتبط مشتق عملگر برای (۳

Rabcd = −Rabdc. (۶۱ -۱)

[۶] است صادق آن برای ۱ بیانکی اتحاد (۴

∇[aR
e

bc]d = ۰. (۶۲ -۱)

فرض با دوم، ویژگی اثبات برای می آید. (۴۹ -۱) معادله یعنی ریمان تانسور خود تعریف از اول ویژگی
داریم ،∇b مشتق عملگر هر و دلخواه دوگان برداری میدان عنوان به wb

∇[a∇bwc] = ۰. (۶۳ -۱)

،Ccab = Γc ab تانسور تقارن و مشتق عملگر جابجاپذیری خاصیت از استفاده و ∇a با ∂a جایگزینی با
می آوریم دست به (۲۵ -۱) شرط طبق

۰ = ۲∇[a∇bwc] = ∇[a∇bwc]∇[b∇awc] = R d
[abc] wd, (۶۴ -۱)

gab متریک روی بر (۵۸ -۱) رابطه اعمال از نیز سوم ویژگی می کند. اثبات را ویژگی این ،wd همه برای که
درمی یابیم رو ازین می آید. دست به

۰ = (∇a∇b −∇b∇a)gcd = R e
abc ged +R e

abc gce = Rabcd +Rabdc, (۶۵ -۱)

ریمان تانسور در موجود تقارن می توانیم ویژگی سه این از استفاده با رسید. خواهیم سوم ویژگی به آن از که
کنیم اثبات را

Rabcd = Rcdab. (۶۶ -۱)
Bianchi identity ۱
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میدان  مشتق روی بر ∇b و ∇a مشتق عملگرهای جابجاگر اعمال با بیانکی، اتحاد اثبات برای سرانجام
داریم (۵۸ -۱) معادله از استفاده با دوگان برداری

(∇a∇b −∇b∇a)∇cwd = R e
abc ∇ewd +R f

abd ∇cwf . (۶۷ -۱)

دیگر بیان به یا

∇a(∇b∇cwd −∇c∇bwd) = ∇a(R e
bcd we) = we∇aR e

bcd +R e
bcd ∇awe. (۶۸ -۱)

طرف باشد، داشته وجود پادتقارن (۶۸ -۱) و (۶۷ -۱) معادلات در c و b ،a اندیس های روی بر اگر حال
می شود زیر رابطه به منجر و شده برابر هم با معادلات چپ

R e
[abc] ∇ewd +R f

[ab|d| ∇c]wf = we∇[aR
e

bc]d +R e
bc|d| ∇awe, (۶۹ -۱)

با فوق معادله چپ طرف در جمله اولین دارد. d اندیس بودن پادمتقارن از نشان |d| نمادگذاری مفهوم که
خط هم با طرف دو هر در جمله دومین رو ازین است صفر ریمان تانسور از (۶۰ -۱) دوم ویژگی از استفاده

می رسیم چهارم ویژگی به نهایت در و می خورند

we∇[aR
e

bc]d = ۰. (۷۰ -۱)

یکم ویژگی پادمتقارن بخش از استفاده با بپردازیم. ریمان تانسور رد بدون و رد بخش به که است مهم حال
که است ذکر به قابل می شود. صفر با برابر آخر اندیس دو و اول اندیس دو روی بر ریمان تانسور رد سوم، و

است معروف ۱ ریچی تانسور به سوم) و اول هم ارز طور به (یا چهارم و دوم اندیس های روی بر آن رد

Rac = R b
abc . (۷۱ -۱)

داریم ریمان تانسور ویژگی از استفاده با

Rac = Rca. (۷۲ -۱)

[۱۲] کنیم تعریف ریچی تانسور رد با را ۲ R اسکالر انحنای می توانیم همچنین

R = Raa (۷۳ -۱)
Ricci scalar curvature ۲ Ricci tensor ۱
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۳ ≥ n ابعاد با منیفلدهایی برای و می شود منجر ۱ Cabcd وایل تانسور به نیز ریمان تانسور رد بدون بخش
[۱۵] می شود تعریف زیر رابطه با

Rabcd = Cabcd +
۲

n− ۲
(
ga[cRd]b − gb[cRd]a

)
− ۲

(n− ۱)(n− ۲)Rga[cgd]b. (۷۴ -۱)

اندیس هایش همه روی بر بودن رد بدون بعلاوه، ریمان، تانسور سوم تا یکم متقارن ویژگی های وایل تانسور
می دهد، نشان خود از خوبی رفتار متریک، همدیس تبدیلات تحت که آنجا از همچنین می کند. ارضا را

است. معروف ۲ همدیس تانسور به اوقات بعضی
می آوریم دست به Rab ریچی تانسور برای مفیدی معادله بیانکی، اتحاد ادغام با

∇aR a
bcd +∇bRcd −∇cRbd = ۰. (۷۵ -۱)

داشت خواهیم d و b اندیس های روی بر ادغام و متریک به واسطه d اندیس بردن بالا با

∇aRac +∇bRb c −∇cR = ۰, (۷۶ -۱)

یا

∇aGab = ۰, (۷۷ -۱)

داریم آن در که

Gab = Rab −
۱
۲gabR. (۷۸ -۱)

در مهمی نقش (۷۶ -۱) رابطه و می شود ظاهر اینشتین معادله در که است معروف ۳ اینشتین تانسور Gabبه
.[۱۷ ،۱۶] دارد اینشتین معادله سازگاری

ژئودزی ۴ -۱ -۱

شیوه سرراست ترین این که می باشند خم ممکن، حداقل تا که هستند خطوطی ژئودری ها شهودی، به طور
را، ژئودزی یک ،∇b معین مشتق عملگر یک وجود با .[۱۲] است خمیده هندسه در خطوط رسم برای
خمی یعنی می کنیم، تعریف است، یافته انتشار موازی به طور خودش امتداد در آن مماس بردار که خمی

می کند ارضا را زیر معادله ،T a آن مماس که

T a∇aT b = ۰. (۷۹ -۱)
Einstein tensor ۳ Conformal tensor ۲ Weyl tensor ۱
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بردار که بخواهیم است ممکن بگیریم، نظر در مستقیم را خم ممکن حد تا می خواهیم که آن به خاطر
نظر در خودش جهت همان در می یابد، انتشار مستقیم به طور که هنگامی را، خم از نقطه ای بر مماس
ضعیف تر شرط به منجر می تواند گفته این بنابراین باشد. طول همان با که ندارد وجود الزام این ولی بگیریم

شود زیر

T a∇aT b = αT b, (۸۰ -۱)

را (۸۰ -۱) معادله معین، خم یک دهیم نشان آنکه برای است. خم روی بر دلخواه تابعی α آن در که
می کند. ارضا را (۷۹ -۱) معادله صورت این در که کنیم پارامتری دوباره را آن است کافی می کند ارضا
نخواهیم دست از کنند، ارضا را (۷۹ -۱) معادله می توانند خم ها تنها که این در را موضوع کلیت بنابراین
تعریفمان بنابراین می گوییم. ۱ آفین پارامترسازی را، شود (۷۹ -۱) معادله به منجر که پارامترسازی ای داد.

باشد. شده پارامتری آفین طور به که می کند ایجاب ژئودزی از
بنابراین بنویسیم. مختصات پایه اساس بر را آن مولفه های است لازم ژئودزی، معادله از بهتر درک برای

داریم
dTµ

dt
+ Γµ σνT

σT ν = ۰. (۸۱ -۱)

می شود زیر شکل به ژئودزی معادله مختصات، پایه در رو ازین و می باشد Tµ = dxµ

dt که است ذکر قابل
[۱۸]

d۲xµ

dt۲
+ Γµ σν

dxσ

dt

dxν

dt
= ۰. (۸۲ -۱)

می باشد. xµ(t) تابع nبرای n مرتبه از معمولی دیفرانسیلی معادلات از جفت شده دستگاه یک فوق، معادله
معین اولیه مقدار هر برای یکتا جواب یک همیشه که است مشخص معمولی، دیفرانسیلی معادلات نظریه از
،T a ∈ Vp مماس بردار هر و معین p ∈ M ازای به که داریم معنی این به دارد. وجود dxµ/dt و xµ از

دارد. وجود T a مماس بردار با p از گذرنده یکتا ژئودزی یک همیشه
اهداف آن در بتوانیم که بسازیم را مختصاتی  دستگاه های که می دهد اجازه ما به ژئودزی یکتایی و وجود
۲ نمایی نگاشت یک می توانیم است. p ∈ M که می کنیم فرض دهیم. انجام مناسب به طور را محاسباتی
در که Mاست در نقطه ای به T a ∈ Vp هر از نگاشتی واقع در که کنیم Mتعریف به Vp مماس فضای از
پارامتر که آن از قبل است. گرفته قرار T a مماس با p از گذرنده ژئودزی امتداد در ،p از واحد آفین پارامتر

برسیم. تکینگی به است ممکن ،T a بزرگ مماس بردار انتخاب با دهیم، قرار t = ۱ را آفین
Exponential map ۲ Affine parameterization ۱
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نکند. صدق نمایی، نگاشت بودن یک به یک شرط ارضای در است ممکن ژئودزی ها که است ذکر قابل

کنیم. تعریف یک به یک نمایی نگاشت ،Vp مبدا کوچک) کافی (به قدر همسایگی در می توانیم که اگرچه
استفاده هدف رو ازین و کنیم مشخص Rn با را آن می توانیم که است بعدی nمماس فضای یک Vp که چرا
در ۱ ریمانی عمودی مختصات به که است مختصات دستگاه یک به دست یابی برای نمایی، نگاشت این از
خطوط به p از گذرنده ژئودزی های همه آن در که مهم اند ویژگی یک دارای مختصات این است. معروف p
مختصات، دستگاه این در که بر می آید (۸۲ -۱) معادله از شده اند. نگاشت Rn مبدا از گذرنده مستقیم
مختصات که است چیزی این واقع در است. صفر با برابر p نقطه در Γµ σν کریستوفل نماد مولفه های

دهیم. انجام محاسبات معین نقطه یک روی بر می توانیم که چرا می سازد مهم را ریمانی عمودی
نام به مختصات دستگاه از دومی نوع می گیرد، نشات gab متریک از ∇a مشتق عملگر که حالتی در
استفاده محاسبات انجام برای هنگامی و دارد وجود ۳ هم زمان مختصات یا ۲ گاووسی عمودی مختصات
یک در که بعدی، (n − ۱) زیرمنیفلد یک یعنی که باشیم داشته S معین ۴ ابررویه یک آن در که می شود
طبیعی به طور S منیفلد از Vp مماس فضای ،p ∈ S نقطه  هر در است. شده Mنشانده بعدی n منیفلد
بنابراین شود. گرفته نظر Mدر منیفلد از Vp مماس فضای از بعدی (n − ۱) زیرفضای عنوان به می تواند
به که است عمود (gab متریک به (نسبت Vp در بردار ها همه به که داشت خواهد وجود na ∈ Vp بردار یک
که حالتی در ولی گیرد قرار Ṽp در نمی تواند na ریمانی، متریک در می شود. گفته S بر عمود ،na بردار این
قرار Ṽp در na رو ازین باشد ،gabnanb = ۰، ۵ پوچ بردار می تواند na است، نامعین علامت دارای متریک
صفر جایی هیچ در S اگر که است ذکر قابل می نامیم. p نقطه در پوچ ابررویه حالت این در را S و می گیرد

کنیم. بهنجار gabnanb = ±۱ شرط با را na باید نباشد
پیش در را رهیافت این می توانیم صفر غیر ابررویه هر برای گاووسی عمودی مختصات تعریف برای
مختصات یک سپس na بسازیم. مماس با p از گذرنده یکتای ژئودزی یک ،p ∈ S هر ازای به که گیریم
S از) بخش (آن همسایگی در نقطه هر به و می کنیم انتخاب S از) (بخشی روی بر (x۱, · · · , xn−۱) دلخواه
x۱, · · · , xn−۱ مختصات همچنین و دارد قرار آن روی بر که می زنیم برچسبی t پارامتر با ژئودزی امتداد در
از می توانند می گیرند، نشات S از که ژئودزی هایی می گیرد. نشات آن از ژئودزی که p ∈ S نقطه از
نگاشت ،p ∈ S نقطه هر کوچک) کافی قدر (به همسایگی در اما شوند وارد آن به یا کنند عبور تکینگی ها

بسازیم. را آن می کنیم تلاش ادامه در که می کند تعریف ۶ کارت یک q → (x۱, · · · , xn−۱, t)

معادله با St ابررویه های همه به ژئودزی ها که می باشد نیز ویژگی این دارای گاووسی عمودی مختصات
Synchronous coordinates ۳ Gaussian normal coordinates ۲ Riemannian normal coordinates ۱

Chart۶ Null vector ۵ Hypersurface۴
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دهیم نشان کافی ست کنیم، اثبات را موضوع این که آن برای است. ثابت یک A آن در که عموداند t = A

که می ماند باقی عمود Xa
۱ , · · · , X

a
n−۱ مختصات پایه میدان های همه به na ژئودزی بر مماس میدان که

داریم آنگاه دهیم، نشان Xa با را میدان ها این از کدام هر اگر می کند. تولید را St به مماس فضای رو ازین

nb∇b(naXa) = nan
b∇bXa = naX

a∇bna =
۱
۲X

b∇b(nana) = ۰. (۸۳ -۱)

پایه (المان های Xb و na که این از دوم تساوی می آید. ژئودزی معادله از فوق، معادله در تساوی اولین
لایبنیتس قاعده از مستقیما سوم تساوی می گیرد. نشات می شوند، جابه جا هم با (M روی بر مختصات
S روی بر nana = ±۱ بهنجارش شرط که می شود نتیجه واقعیت این از آخر، تساوی همچنین و برمی آید
صفر ،S روی بر naXa چون است. رویMثابت بر nana آن در که می شود حفظ موازی انتقال به واسطه
که آنچه به رو ازین می شود. حفظ نیز S روی بر شرط این که می دهد نشان (۸۳ -۱) معادله بنابراین است،

یافتیم. دست می خواستیم،
نقطه های هم بند خم های طول که می گیرد نشات متریکی از مشتق، عملگر یک ژئودزی دیگر ویژگی
هموار مشتق پذیر) (صرفا خم یک برای شده اند. اندازه گیری متریک به واسطه که چنان می کند بیشینه را معین

می شود نوشته زیر شکل به ،C خم l طول ،gab ریمانی متریک Mبا منیفلد روی بر C

l =

∫
(gabT

aT b)
۱
۲dt, (۸۴ -۱)

،(−++ · · ·+) لورنتسی علامت با متریک یک برای است. خم پارامتر t و بوده C به مماس T a آن در که
صفر یا پوچ gabT؛ aT b < ۰ یعنی باشد منفی جا همه مماس اش نرم اگر می گوییم ۱ زمان گونه را خم یک
را طول فضاگونه، خم های برای .gabT aT b > ۰ اگر می نامیم ۳ فضاگونه و gabT aT b = ۰ اگر می گوییم ۲

صفر طول این که است بدیهی پوچ، خم برای .[۱۸] کنیم تعریف (۸۴ -۱) معادله از استفاده با می توانیم
داریم ۴ τ ویژه زمان تعریف با زمان گونه برای و است

τ =

∫
(−gabT aT b)

۱
۲dt. (۸۵ -۱)

که کنید توجه نشده اند. تعریف می کنند، تغییر فضا گونه به زمان گونه از که خم هایی طول کنیم،  ذکر باید
لورنتسی منیفلد در ژئودزی ها است، ثابت آن نرم رو ازین و است یافته موازی انتقال ژئودزی، مماس چون
یک ویژه) زمان (یا طول که کنیم بیان باید همچنین کنند. تغییر پوچ، یا زمان گونه یا فضاگونه از نمی توانند ۵

Lorentz manifiold ۵ Proper time ۴ Spacelike۳ Null۲ Timelike۱
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دهیم انجام s = s(t) شکل به پارامترسازی یک اگر ندارد. است، شده پارامتری چطور آنکه به بستگی خم،
بود خواهد زیر شکل به جدید طول کنیم، تعریف Sa = (dt/ds)T a شکل به را جدید مماس و

l′ =

∫
[gabS

aSb]
۱
۲ds =

∫
[gabT

aT b]
۱
۲
dt

ds
ds = l. (۸۶ -۱)

می کند بیشینه انتهایی و ابتدایی نقطه  دو بین را خم یک آن در که کنیم استخراج را شرطی می خواهیم حال
باقی ثابت آن انتهایی و ابتدایی نقاط خم ها، طول  از دلخواهی هموار ۱ شکل تغییر تحت که معنی این به
Rn روی بر کار و کارت انتخاب با کوچک، شکل تغییر این به واسطه خم طول تغییر محاسبه برای بمانند.

داریم مختصات پایه در (۸۴ -۱) معادله نوشتن و فضاگونه خم یک تعریف با می کنیم. شروع

l =

∫ b

a

[
gµν

dxµ

dt

dxν

dt

] ۱
۲
dt, (۸۷ -۱)

شبیه l طول کردن بیشینه مسئله می باشند. C خم انتهایی و ابتدایی نقاط ،C(b) = q و C(a) = p آن در که
است زیر شکل به l در وردش گیری است. مکانیک کنش لاگرانژي در مسئله همان به

δl =

∫ b

a

[
gµν

dxµ

dt

dxν

dt

]− ۱
۲
{
gαβ

dxα

dt

d(δxβ)

dt
+

۱
۲
∂gαβ
∂xσ

δxσ
dxα

dt

dxβ

dt

}
dt. (۸۸ -۱)

که می کنیم فرض است)، شده پارامتری مستقل به طور طول، که (چرا موضوع کلیت دادن دست از بدون
داریم پس است، شده پارامتری نیز اصلی خم

gabT
aT b = ۱ = gµν

dxµ

dt

dxν

dt
. (۸۹ -۱)

می شود زیر صورت به بیشینه سازی شرط پارامترسازی، این انتخاب با

۰ =

∫ b

a

{
gαβ

dxα

dt

d(δxβ)

dt
+

۱
۲
∂gαβ
∂xσ

dxα

dt

dxβ

dt
δxσ

}
dt

=

∫ b

a

{
− d

dt

(
gαβ

dxα

dt

)
+

۱
۲
∂gαλ
∂xβ

dxα

dt

dxλ

dt

}
δxβdt. (۹۰ -۱)

است. صفر انتهایی و ابتدایی نقاط در δxβ که چرا نمی شود ایجاد جز به جز انتگرال در مرزی ای جمله هیچ
اگر تنها و اگر بود خواهد صادق نیز دلخواه δxβ یک برای فوق معادله

−gαβ
d۲xα

dt۲
−
∂gαβ
∂xλ

dxλ

dt

dxα

dt
+

۱
۲
∂gαλ
∂xβ

dxα

dt

dxλ

dt
= ۰. (۹۱ -۱)

(۸۲ -۱) ژئودزی معادله همان فوق معادله که می کنیم مشاهده ،Γσ αλ برای (۴۶ -۱) معادله از استفاده با
ژئودزی یک اگر تنها و اگر می کند، بیشینه را انتهایی و ابتدایی نقاط بین طول خم، یک بنابراین می باشد.

Deformation ۱
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با می باشد. زمان گونه ژئودزی همان خم، این که می بینیم ویژه، زمان برای رهیافت همین انجام با باشد.
می آید بدست زیر لاگرانژي وردش گیری از ژئودزی معادله که ببنیم می توانیم استنتاج این انجام

L = gµν
dxµ

dt

dxν

dt
. (۹۲ -۱)

از معین، مختصات پایه در Γσαλ کریستوفل نماد محاسبه برای راه راحت ترین حالت ها، از بسیاری در
Γσαλ خوانش انتها در و متناظر اویلر-لاگرانژ معادلات نوشتن با ادامه در و می شود شروع فوق لاگرانژی

می گیرد. صورت (۸۲ -۱) معادله با مقایسه به واسطه
دو هر که یافت دلخواهی بلند طول با خم هایی می توان همیشه ریمانی، متریک با منیفلد یک روی بر
دو بین همبند طول کوتاه ترین با خم  و بود خواهد مقید پایین از طول اگرچه می کنند. وصل هم به را نقطه
مستقیم ترین همیشه نقطه، دو بین مسیر کوتاه ترین بنابراین است. ژئودزی رو ازین و طول بیشینه لزوما نقطه
آن ها بین مسیر کوتاه ترین که ندارد لزومی نقطه، دو همبند معین ژئودزی اگرچه بود. خواهد ممکن مسیر
شده اند، وصل هم به زمان گونه خم یک با که معین نقطه دو لورنتسی، متریک با منیفلد یک برای باشد.
فضا- از بعضی در کرد. پیدا نقاط آن همبند دلخواه کوچک ویژه زمان با زمان گونه خم هایی می توان همیشه
یک اگر اما باشند؛ مقید بالا از که ندارد لزومی معین، نقطه دو همبند زمان گونه خم های ویژه زمان زمان ها،
اشاره دوباره باید اگرچه باشد. زمان گونه ژئودزی یک باید حتما داشت، وجود ویژه زمان بزرگ ترین با خم

کند. بیشینه را نقطه دو بین ویژه زمان معین، ژئودزی یک ندارد لزومی که کنیم
مربوط معادله این که آوریم بدست را ۱ ژئودزی انحراف معادله که است این نهایی مان هدف حال
این می باشد. منیفلد انحنای به هم از شدن دور یا هم سمت به گرفتن شتاب برای ژئودزی ها، میل به
ایجاد تکینگی قضیه و اینشتین معادله در مهمی نقش که می دهد ما به را انحنا از دیگر ویژگی یک بحث
می دهیم نشان γs(t) با را ژئودزی ها از همواری تک-پارامتری خانواده که می کنیم فرض .[۱۹] می کند
نگاشت همچنین و است) شده پارامتری t آفین پارامتر با (که است ژئودزی یک γs خم ،s ∈ R هر برای که
دهنده نشان Σ که می کنیم فرض حال دارد. نیز هموار وارون و است یک به یک و هموار ،(t, s) → γs(t)

Σ مختصات عنوان به را t و s پارامترهای آن در که است γs خم های با شده احاطه بعدی دو زیرمنیفلد
رو ازین و ژئودزی هاست از خانواده هایی بر مماس ،T a = (∂/∂t)a برداری میدان اکنون می کنیم. انتخاب

داریم

T a∇aT b = ۰. (۹۳ -۱)
Geodesic deviation equation ۱
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به که است ژئودزی نزدیک به کوچک بی نهایت جابه جایی دهنده نشان ،Xa = (∂/∂s)a برداری میدان
پارامترسازی تغییر Xaتحت که معنی این به دارد وجود پیمانه ای Xaآزادی در است. معروف انحراف بردار
در کنیم اشاره باید .t → t′ = b(s)t + c(s) یعنی می کند تغییر T a ضریب افزودن با γs(t) ژئودزی آفین
بر عمود می تواند Xa می گیرند، نشات gab متریک با مرتبط مشتق عملگرهای از ژئودزی ها که حالت این
که کنیم حاصل اطمینان می توانیم کنیم، بازمقیاس s به وابسته ضریب با را t اگر یعنی شود. انتخاب T a

،T a و Xa که چرا نمی کند. تغییر s با است) ثابت ژئودزی ای هر امتداد در خودکار طور به (که gabT aT b

می شوند جابه جا هم با که هستند مختصات داری برداری میدان های

T b∇bXa = Xb∇bT a. (۹۴ -۱)

ژئودزی ای، هر امتداد در XaTa که می بینیم ،(۸۳ -۱) معادله همانند رهیافتی گرفتن پیش در با بنابراین
اطمینان می توانیم کنیم، پارامتری دوباره ،t به (s به (وابسته ثابت یک کردن اضافه با را γs(t) اگر است. ثابت
با بنابراین ژئودزی هاست. همه به عمود که است t = ۰ با نقاطی دربرگیرنده C(s) خم که کنیم حاصل

می باشد. XaTa = ۰ جا همه در رو ازین ،XaT
a = ۰ داریم t = ۰ در γs(t) آفین کردن پارامتری دوباره

نزدیک به کوچک بی نهایت جابه جایی با ژئودزی ، یک امتداد در تغییر نرخ ،va = T b∇bXa کمیت
ژئودزی ها به نزدیک کوچک، بی نهایت نسبی سرعت عنوان به را va می توانیم بنابراین می دهد. را ژئودزی

کنیم تعریف خانواده این در را نسبی شتاب شکل، این به می توانیم همچنین کنیم. بیان

aa = T c∇cva = T c∇c(T b∇bXa). (۹۵ -۱)

آوریم بدست می سازد، مربوط ریمان تانسور به را aa که معادله ای باید حال

aa = T c∇c(T b∇bXa) = T c∇c(Xb∇bT a)

= (T c∇cXb)(∇bT a) +XbT c∇c∇bT a

= (Xc∇cT b)(∇bT a) +XbT c∇b∇cT a −R a
cbd XbT cT d

= Xc∇c(T b∇bT a)−R a
cbd XbT cT d

= −R a
cbd XbT cT d. (۹۶ -۱)

یافتیم دست آن به که می باشد انحنا ویژگی آخرین که است معروف ژئودزی انحراف معادله به فوق معادله
بنابراین، باشد. R a

cbd = ۰ اگر تنها و اگر است، aa = ۰ ژئودزی ها از خانواده هایی همه برای .[۲۱ ،۲۰]
.R a

cbd ̸= ۰ اگر تنها و اگر می شوند نزدیک هم به یا دور یکدیگر از شتاب با ژئودزی ها از بعضی



انحنا اولیه مفاهیم و مقدمه .۱ -۱۲۸

انحنا محاسبه برای روش هایی ۵ -۱ -۱

نیازمندیم. انحنا محاسبه به اینشتین معادله حل برای که چرا می پردازیم، انحنا تانسور محاسبه به بخش این در
روش های (۲ مختصات مولفه روش (۱ داد: خواهیم توضیح بخش این در را محاسبه این انجام برای روش دو

.[۲۳ ،۲۲] چارتایی) یا ۱ (تتراد راست هنجار پایه

مختصات مولفه روش

دستگاه این در را ∇a مشتق عملگر می کنیم. تعریف را مختصات دستگاه ابتدا محاسبه، این انجام برای
استفاده (۴۶ -۱) معادله از نیز Γc ab کریستوفل نماد مورد در و می گیریم نظر در ∂a شکل به مختصات

داریم ،wa دوگان برداری میدان یک برای اکنون می کنیم.

∇bwc = ∂bwc − Γdbcwd. (۹۷ -۱)

بنابراین

∇a∇bwc = ∂a(∂bwc − Γdbcwd)− Γeab(∂ewc − Γdecwd)− Γeac(∂bwe − Γdbewd). (۹۸ -۱)

کنیم بازنویسی نیز زیر شکل به می توانیم را (۴۹ -۱) معادله رو ازین

R d
abc wd =

[
− ۲∂[aΓdb]c + ۲Γe c[aΓdb]e

]
wd, (۹۹ -۱)

که آنجا از کردیم. استفاده Γabc در موجود تقارن همچنین و معمولی مشتق های جابه جایی از آن در که
گرفتن با بنابراین کنیم. حذف رابطه طرفین از را آن می توانیم پس است، صادق wd همه برای فوق معادله
خواهیم دست زیر رابطه به کارت مان، به مربوط مختصات پایه در فوق رابطه در شده ظاهر تانسور مولفه های

یافت

R σ
µνρ =

∂

∂xν
Γσµρ −

∂

∂xµ
Γσνρ + ΓαµρΓ

σ
αν − ΓανρΓ

σ
αµ, (۱۰۰ -۱)

استفاده مختصات مان به مربوط مولفه های جزئي مشتق عنوان به معمولی مشتق عملگر تعریف از آن در که
کردیم.

Tetrad۱
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پایه در را gµν متریک مولفه های ابتدا می کنیم. شروع gab متریک از R d
abc محاسبه برای بنابراین

استفاده با می کنیم. محاسبه (۴۶ -۱) معادله طبق را کریستوفل نماد سپس و می آوریم دست به مختصات
نوشت زیر شکل به را ریچی انحنای می توان نیز فوق معادله از

Rµρ = R ν
µνρ =

∂

∂xν
Γνµρ −

∂

∂xµ
Γσνρ + ΓαµρΓ

ν
αν − ΓανρΓ

ν
αµ. (۱۰۱ -۱)

داد. نمایش ماتریس یک اساس بر را مختصات پایه در gµν متریک مولفه های می توان که است ذکر به لازم
دترمینان می توان همچنین می دهیم. انجام ماتریس این کردن معکوس با را gµν متریک معکوس مولفه های

کرد تعریف زیر شکل به را متریک

g = det(gµν). (۱۰۲ -۱)
√
|g|dx۱ · · · dxn شکل به را است شده استخراج gµν متریک از که ،Mروی بر طبیعی حجمی المان سپس

می کنیم. تعریف
داریم شده ادغام کریستوفل نماد برای حال

Γaaµ = Γννµ =
۱
۲g

να∂gνα
∂xµ

. (۱۰۳ -۱)

یابیم دست زیر رابطه به می توانیم نیز معکوس ماتریس به مربوط فرمول استفاده با

gνα
∂gνα
∂xµ

=
۱
g

∂g

∂xµ
. (۱۰۴ -۱)

داشت خواهیم بنابراین

Γaaµ =
۱
۲

۱
g

∂g

∂xµ
=

∂

∂xµ
ln
√
|g|. (۱۰۵ -۱)

می آوریم دست به فوق، معادله از استفاده با نهایت در

∇aT a = ∂aT
a + ΓaabT

b =
۱√
|g|

∂

∂xµ
(
√
|g|Tµ). (۱۰۶ -۱)

انحنا محاسبه برای مکانیکی، مستقیم رهیافت که هستند مزیت این دارای مختصات، پایه روش های
ذات و وقت گیراند بسیار محاسبات این انجام موردها، ساده ترین در حتی دیگر، طرفی از می کنند. فراهم

می کنند. دشوار جبری خطاهای فهمیدن برای را کار محاسبات این هندسی غیر
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چارتایی) (یا راست هنجار پایه روش های

دکارتی تخت فضا-زمان در که باشد راست هنجار پایه می تواند صورتی در تنها {∂/∂xµ}مختصات پایه یک
دوگان برداری میدان های راست هنجار پایه یک ،۲ مختصه غیر یک یعنی ۱ هولونومی غیر یک بنابراین باشد.

می کند ارضا را زیر رابطه که می کنیم معرفی (eµ)
a

(eµ)
a(eν)a = ηµν , (۱۰۷ -۱)

۱, . . . , n برد دارای ν و µ یونانی (اندیس های می باشد. ηµν = diag(−۱, . . . ,−۱,۱, . . . ,۱) آن در که
که معمولی ست اندیسی نمادگذاری a لاتین اندیس همچنین و می زنند برچسب را پایه بردار و می باشد
می گویند. چارتایی یا تتراد {(eµ)a} به اوقات بعضی بعد، چهار در است.) بردار یک eµ می دهد نشان

می دهد نشان را زیر مفید معادله فوق رابطه

ηµν(eµ)
a(eν)a = δab, (۱۰۸ -۱)

می باشد. ηµν معکوس ηµν و بردارهاست روی بر همانی نگاشت یک δab آن در که
کار این برای می کنیم. اتخاذ قبل روش از جداگانه کاملا رهیافتی چارتایی، روش از انحنا محاسبه برای
عملگر (۲ .∇agbc = ۰ یعنی است سازگار متریک با مشتق عملگر (۱ کنیم: اشاره کلیدی اجزای سه به باید
می شود. داده (۴۹ -۱) رابطه با که است مشتقی عملگر با مرتبط ریمان تانسور (۳ است. پیچش بدون مشتق
بیان (۱۰۱ -۱) و (۲۵ -۱) ،(۴۵ -۱) معادلات با ترتیب به شده گفته اجزای سه این مختصات، پایه روش در
مختصات پایه روش از متفاوت شیوه ای به کاملا می کنیم، اشاره ادامه در که دوم، و یکم اجزای شده اند.

می شوند. داده نشان
می کنیم شروع زیر شکل به ۳ ،waµν تک-فرمی ها هموستار تعریف با

waµν = (eµ)
b∇a(eν)b. (۱۰۹ -۱)

داریم و معروف اند ۴ ریچی دوران ضرایب به waµν از wλµν مولفه های

wλµν = (eλ)
a(eµ)

b∇a(eν)b. (۱۱۰ -۱)

می دهد نشان {(eµ)a}راست هنجاری

waµν = (eµ)
b∇a(eν)b = −(eν)b∇a(eµ)b = −waνµ, (۱۱۱ -۱)

Ricci rotation coefficients ۴ 1-forms ۳ Noncoordinate۲ Nonholonomy۱
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معادله و فوق معادله معکوس، به طور کردیم. استفاده ،∇agbc = ۰ متریک با سازگاری شرط از آن در که
زیر شکل به یکم جز راست هنجار، پایه روش در بنابراین می دهند. نشان agbc∇را = ۰ شرط نیز (۱۰۷ -۱)

می شود تعریف

waµν = −waνµ. (۱۱۲ -۱)

ضرایب پادتقارن مقایسه است.) دوم جز از گرفته نشات Γαµν تقارن معکوس، به طور که کنید (توجه
نماد از مولفه  n۲(n+ ۱)/۲ تعداد که می دهد نشان را مهم مزیت این کریستوفل نماد تقارن با ریچی دوران

دارد. ،جود wλµν هموستار برای مولفه n۲(n− ۱)/۲ تعداد که حالی در دارد وجود Γλµν کریستوفل
گفت، خواهیم ادامه در که شیوه ای از استفاده با ریچی دوران ضرایب با می توان را ریمان تانسور

است زیر شکل به راست هنجارمان پایه در Rabcd مولفه های کرد. بازنویسی

Rρσµν = Rabcd(eρ)
a(eσ)

b(eµ)
c(eν)

d = (eρ)
a(eσ)

b(eµ)
c(∇a∇b −∇b∇a)(eν)c. (۱۱۳ -۱)

داریم اگرچه

[∇a(eµ)c][∇b(eν)c] = [∇a(eµ)f ]δcf [∇b(eν)c]

= ηαβ [∇a(eµ)f ](eα)c(eβ)f [∇b(eν)c]. (۱۱۴ -۱)

می آوریم دست به (۱۱۰ -۱) معادله یعنی تک-فرمی  هموستار تعریف از بنابراین

Rρσµν = (eρ)
a(eσ)

b{∇awbµν −∇bwaµν − ηαβ [waβνwbαν − wbβµwaαν ]}. (۱۱۵ -۱)

نوشت نیز ریچی دوران ضرایب اساس بر می توان را فوق معادله

Rρσµν = (eρ)
a∇awσµν − (eσ)

a∇awρµν

− ηαβ{wρβνwσαν − wσβµwραν + wρβνwαµν − wσβρwαµν}, (۱۱۶ -۱)

که چرا می کند. جبران را اول جمله دو در مشتق داخل waµν مولفه های فرض آخر، جمله دو آن در که
بنابراین کنیم. جابه جا ∂a معمولی مشتق عملگر با a∇را مشتق عملگر می توانیم و است اسکالر یک wσµν
معادله با می توان را ریچی تانسور مولفه های دهد. wσµνنشان اساس بر را انحنا تانسور می تواند فوق معادله

کرد محاسبه زیر

Rρµ = ησνRρσµν . (۱۱۷ -۱)
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این در باید را دوم جز تنها بنابراین می کند. توصیف را سوم جز کامل به طور (۱۱۷ -۱) یا (۱۱۶ -۱) معادله
می دهد اجازه ما به پیچش، بدون شرط اول، روش در دارد: وجود کار این برای روش دو کنیم. بیان رهیافت
اگر آن، خلاف بر کنیم. بیان (۱۸ -۱) معادله با ∇a مشتق عملگر شکل به را برداری میدان دو جابجاگر
∇a مشتق عملگر پیچش بدون شرط باشد، صادق پایه یک در برداری میدان های همه برای (۱۸ -۱) معادله

نوشت زیر شکل به پایه بردار میدان های جابه جایی روابط با را دوم جز می توان بنابراین می دهد. نشان را

(eσ)a[eµ, eν ]
a = (eσ)a{(eµ)b∇b(eν)a − (eν)

b∇b(eµ)a} = wµσν − wνσµ, (۱۱۸ -۱)

می شود. wσµν حل برای معادله تعداد n۲(n− ۱)/۲ به منجر این که
کنیم استفاده زیر شکل به تک-فرمی ها هموستار تعریف از که است این دیگر روش یک

∇[a(eσ)b] = ηµν(eµ)[awb]σν . (۱۱۹ -۱)

مشتق عملگر به وابسته تک-فرمی، شده پادمتقارن مشتق که می دهد نشان پیچش بدون شرط اگرچه
شود جایگزین ∂a معمولی مشتق با می تواند بنابراین و است

∂[a(eσ)b] = ηµν(eµ)[awb]σν . (۱۲۰ -۱)

است. پیچش بدون ∇a که می دهد نشان پایه بردارهای همه برای فوق رابطه صحت معکوس، به طور
است. دوم جز بیان برای بدیلی معادله، این بنابراین

بزرگ حروف با فرم ها دادن نشان همچنین و (eµ)a ،waµν روی بر a دوگان برداری اندیس انداختن با
داریم پررنگ،

w µ
ν = ηµσwνσ. (۱۲۱ -۱)

بنابراین کنیم. استفاده مختصات پایه یعنی اول روش از است بهتر داریم تقارن آن در که حالتی برای
برای ضروری امری این که کنیم محاسبه را انحنا تانسور توانستیم شده، گفته روش دو به نیز بخش این در

است. اینشتین معادلات به پرداختن

کنش مفهوم و عام نسبیت در لاگرانژی صورت بندی ۲ -۱

داریم نظریه ای می کنیم، فرض .[۲۴ ،۱۲] می پردازیم میدان نظریه در لاگرانژی صورت بندی مفهوم به ابتدا
در شده اند. Mتعریف منیفلد روی بر که تانسوری) میدان های از دسته ای (یا تانسوری میدان یک شامل
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حال می  دهیم. نمایش ψ با را میدان ها) (یا میدان این و می گذاریم کنار را اندیس ها تمامی حالت، این
به میدان پیکربند های از نگاشتی S که معنی این به می دهیم قرار ψ میدان از ۱ تابعی ا ی یا تابعکی را S[ψ]
هموار تک-پارامتری خانواده ψλ که می  کنیم فرض همچنین .[۲۵] می  باشد M منیلفد روی بر اعداد،
مشخص δψ با را dψλ

dλ

∣∣
λ=۰ بنابراین می کند. ارضا را مناسبی مرزی شرایط که می باشد ψ۰ از شونده شروع

از شونده شروع تک-پارامتری خانواده های تمام برای ،λ = ۰ در dS/dλ که می  کنیم فرض حال می کنیم.
است ψ میدان دوگان (که χ هموار تانسوری میدان یک که می کنیم فرض آن، بعلاوه باشد. داشته وجود ψ۰

به دارد وجود بود) خواهد (l, k) نوع از χ آنگاه باشد، (k, l) نوع از تانسوری میدان ψ اگر که معنی این به
داریم خانواده هایی چنین ازای به که قسمی

dS

dλ
=

∫
M
χ δψ, (۱۲۲ -۱)

۲ تابعی مشتق پذیر را S رو ازین است. شده تعریف (۱۲۲ -۱) انتگرال در اندیس ها همه ادغام آن در که
می دهیم نشان زیر شکل به را آن و می نامیم S از ۳ تابعی مشتق را χ و می گوییم ψ۰ در

χ =
δS

δψ

∣∣∣∣
ψ۰

. (۱۲۳ -۱)

[۲۶ ،۲۵] می کنیم تعریف اینگونه را S تابعک حال

S[ψ] =

∫
M
L[ψ], (۱۲۴ -۱)

یعنی است، آن از متناهی مشتق های با ψ از موضعی تابع L آن در که

L|x = L(ψ(x),∇ψ(x), . . . ,∇kψ(x)). (۱۲۵ -۱)

بیشینه را S که ψ میدان پیکربندی های از دسته آن و باشد تابعی مشتق پذیر S که است این بر فرض حال
می باشند ψ برای میدان معادله حل های دقیق، به طور می کنند،

δS

δψ

∣∣∣∣
ψ

= ۰. (۱۲۶ -۱)

صورت بندی همان L مشخصه واقع، در و می نامیم ۵ لاگرانژی چگالی را L و ۴ کنش را S صورت این در
کلاسیک ذرات مکانیک با مشابه میدان، نظریه در لاگرانژی صورت بندی است. میدان نظریه لاگرانژی
که قسمی به باشد داشته وجود χ تانسوری توزیع یک اگر کلی تر، ۳بطور Functionally differentiable ۲ Functional۱

Action۴ می کنیم. ψ۰تعریف Sدر تابعی مشتق عنوان به χرا و است تابعی Sمشتق پذیر که می گوییم آنگاه ، dS
dλ

∣∣
λ=۰ = χ[δψ]

Lagrangian density ۵
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ذره روی بر لاگرانژی تابع از انتگرالی عنوان به را ذره مسیر کنش، تابعک معمولی، ذرات مکانیک در است.
دو از گرفته نشات دقیق، به طور (۱۲۶ -۱) معادله با مطابق وردش گیری، مهم مسئله .[۲۷] می گیرد نظر در
که متفاوتی مسیرهای به نسبت کنش کردن بیشینه (۲ و متناهی طول با مسیرهایی بر تمرکز (۱ است: مورد
تمرکزمان کنیم، دقیق تر مورد این در را وردش گیری مان مسئله که آن برای هستند. ثابت انتهایی نقاط دارای
خواهیم نظر در را ψλ تک-پارامتری خانواده های و می کنیم Mجلب منیفلد از U فشرده  ناحیه روی بر را

می باشد. ثابت U̇ مرز روی بر ψ مقدار آن در که گرفت
در ϕ ۱ کلاین-گوردون اسکالر میدان نظریه در لاگرانژی صورت بندی به ساده، مثال یک عنوان به

می شود تعریف زیر شکل به لاگرانژی چگالی این .[۲۹ ،۲۸] می اندازیم نگاه خمیده فضا-زمان

LKG = −۱
۲
(
∂aϕ∂

aϕ+m۲ϕ۲). (۱۲۷ -۱)

می آوریم دست به فوق رابطه از بنابراین

dSGK
dλ

∣∣∣∣
λ=۰

= −
∫ [

∂aϕ۰∂
a(δϕ) +m۲ϕ۰(δϕ)

]
=

∫ [
∂a∂

aϕ۰ +m۲ϕ۰
]
(δϕ), (۱۲۸ -۱)

جمله و است شده تعریف انتگرال در قبل از ۲ مینکوفسکی فضا-زمان در طبیعی حجم المان آن در که
δϕ = ۰ مرز روی بر آن در که ندارد ϕλ روی بر مرزی مان شرط در سهمی جز، به جز انتگرال گیری در مرزی

داریم و است تابعی مشتق پذیر SKG رو ازین است.

δSGK
δϕ

= ∂a∂
aϕ+m۲ϕ. (۱۲۹ -۱)

برای لاگرانژی چگالی به دیگر مثالی عنوان به حال است. معروف ۳ کلاین-گوردون معادله به فوق رابطه
[۳۰] می پردازیم خمیده فضا-زمان در ۴ ماکسول معادلات

LEM = −۱
۴FabF

ab = −∂[aAb]∂[aAb], (۱۳۰ -۱)

برای شروعی نقطه عنوان به (۱۳۰ -۱) و (۱۲۷ -۱) معادلات بنابراین می باشد. میدان متغیر Aa آن در که
توابع انتخاب با می توان واقع در می شوند. گرفته نظر در ماکسول و کلاین-گوردون میدان های مطالعه

یافت. دست میدان معادلات به (۱۲۶ -۱) معادله طریق از LEM و LKG ساده و طبیعی اسکالر
Maxwell equations ۴ Klein-Gordon equation ۳ Minkowskian spacetime ۲ Klein-Gordon scalar field ۱
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در است. شده منیفلدMتعریف روی بر که است gab فضا-زمان متریک میدان، متغیر عام، نسبیت برای
طبیعی حجم المان که است این بپردازیم آن حل به باید ابتدا در که کننده نگران کمی نتیجه یک بحث، این
ϵa۱...anϵa۱...an = شرط با gab متریک از که است ϵabcd حجمی المان ،(۱۲۴ -۱) و (۱۲۲ -۱) انتگرال در
اگر یعنی است، gab متریک علامت در موجود منفی های تعداد ،s آن در (که است. شده تعیین (−۱)sn!

خود حجمی، المان می باشد.) لورنتسی متریک، s = ۱ حالت در و بوده ریمانی متریک، باشد s = ۰

تابعی، مشتقات که می آید حساب به زمانی وردش گیری، رو ازین و دارد میدان متغیر به بستگی تنهایی به
باید اسکالر یک جای به که است Lتعریف موضوع، این کردن هموار برای راه ها از یکی شوند. محاسبه
را ما موضوع این رود. بکار L در حجم المان عنوان به تا گرفت نظر در پادمتقارن ۴-اندیسه تانسور یک
رهیافت از سهولت، برای ولی دهیم ارائه تابعی مشتق های تعریف از مشابه تصحیح یک که می کند موجاب
دارد Mوجود منیفلد روی بر eabcd = e[abcd] ثابت حجم المان می کنیم فرض می کنیم. استفاده دیگری
یک کار، این انجام برای .ϵabcd نه و شوند تعریف eabcd به نسبت باید M روی بر انتگرال های همه و
می گیریم. نظر در مربوطه مختصات حجمی المان عنوان به را eabcd و می کنیم انتخاب مختصات دستگاه
را گزاره این و می جوییم سود نکته این از نداریم. مختصات دستگاه معرفی به الزامی که می کنیم تاکید اما
(یا می شوند. مربوط هم به اسکالر ضریب یک با تنها نقطه ای، هر در حجمی المان دو که می کنیم مطرح

داریم بنابراین دارند.) اختلاف یکدیگر با

ϵabcd = f eabcd. (۱۳۱ -۱)

اسکالر ضریب که می دهد نشان محاسبات باشند، ±۱ مقدار eabcd صفر غیر مولفه های که پایه ای هر در
می باشد پایه آن در gab ماتریس مولفه های دترمینان همان g آن در که باشد f =

√
−g با برابر باید

ϵ۱۲...n =
[
(−۱)s det(gab)

] ۱
۲ =

√
|g|. (۱۳۲ -۱)

تعریف تانسور یک را T a...bc...d تانسوری چگالی ،M منیفلد روی بر معین eabcd حجمی المان با حال
می شود نوشته زیر شکل به که می کنیم

T a...bc...d =
√
−g T̃ a...bc...d, (۱۳۳ -۱)

در S کنش که آن برای ندارد. بستگی eabcd انتخاب به آن مقدار که است تانسور یک T̃ a...bc...d آن در که
باشد. ۱ عددی یا اسکالری چگالی ،L لاگرانژی چگالی که است لازم باشد، eabcd از مستقل عام نسبیت

Scalar density ۱
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تانسوری چگالی های نیز S تابعی مشتق های باید باشد، eabcd از مستقل نیز dS
dλ اینکه برای مشابه به طور

باشند.
خلا در اینشتین میدان معادله برای لاگرانژی چگالی یک زیر، عددی چگالی که داد خواهیم نشان حال

[۳۱] است

LG =
√
−gR. (۱۳۴ -۱)

است معروف ۱ هیلبرت کنش به که بوده زیر شکل به واقع در (۱۳۴ -۱) لاگرانژي چگالی به مربوط کنش

S[gab] =

∫
LGe, (۱۳۵ -۱)

همین به .[۲۳] است شده اتخاذ حجمی المان این از استفاده بر تاکید برای e دیفرانسیلی فرم آن در که
برای و می کنیم استفاده میدان متغیر عنوان به gab جای به gab معکوس متریک از بیشتر سهولت برای شکل
چون که می کنیم نشان خاطر رو ازین می کنیم. تعریف dgab

dλ شکل به را δgab تک-پارامتری وردش گیری
متریک از بخش، این برای که است معنی این به .δgab = −gacgbdδgcd داریم پس است، gacgcb = δ ab

کردیم. استفاده اختلالی متریک اندیس های بردن پائین یا بالا برای نشده مختل
تابعی مشتق هر با پادمتقارنی تانسور می توان پس متقارن اند، δgab همینطور و gab چون که کنید توجه
است احتیاج موضوع این حذف برای نگذارد. (۱۲۲ -۱) معادله بر تاثیری هیچ که کرد اضافه gab به نسبیت

داریم gab از شونده شروع تک-پارامتری خانواده برای باشند. متقارن تابعی، مشتق های از دست این که

dLG
dλ

=
√
−g(δRab)gab +

√
−gRab(δgab) +R(δ

√
−g). (۱۳۶ -۱)

داریم و کرده استفاده زیر معادله از ادامه در و

۰ = Ṙac = −
۱
۲

۰gbd ۰∇a ۰∇cg̃bd −
۱
۲

۰gbd ۰∇b ۰∇dg̃ac + ۰gbd ۰∇b ۰∇(cg̃a)d, (۱۳۷ -۱)

آورد خواهیم دست به (۱۳۷ -۱) معادله از استفاده با ادامه در می باشد. g̃ab = dgab
dλ

∣∣
λ=۰ آن در که

gabδRab = ∇ava, (۱۳۸ -۱)

در آن که

va = ∇b(δgab)− gcd∇a(δgcd). (۱۳۹ -۱)
Hilbert action ۱
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زیر معادله از استفاده با به علاوه

tr

[
dA

dτ
A−۱

]
=

۱
detA

d

dτ
(detA), (۱۴۰ -۱)

داریم

δ(
√
−g) = ۱

۲
√
−ggabδgab = −

۱
۲
√
−ggabδgab. (۱۴۱ -۱)

می آوریم دست به بنابراین
dSG
dλ

=

∫
dLG
dλ

e =

∫
∇ava

√
−ge+

∫ (
Rab −

۱
۲Rgab

)
δgab
√
−ge. (۱۴۲ -۱)

ازین می باشد. ϵ = √−ge طبیعی حجم المان به نسبت ،∇ava دیورژانس یعنی اول جمله فوق رابطه در
دلیل به جمله این واقع در است. سهیم مرزی جمله یک در تنها انتگرال این ، ۱ استوکس قضیه با رو
صفر جمله این حالتی در نمی شود. صفر می باشد، ثابت مرز روی بر gab آن در که کلی ای وردش گیری
انتهای در و گرفته نادیده را سهم این اکنون باشند. ثابت مرز روی بر نیز gab اول مرتبه مشتق های که است

می پردازیم. آن کامل محاسبه به بخش این
رابطه مرزی، جمله گذاشتن کنار با بنابراین

δSG
δgab

=
√
−g

(
Rab −

۱
۲Rgab

)
, (۱۴۳ -۱)

معادله لاگرانژی، دیدگاه از بنابراین هستند. خلا در اینشتین میدان معادله با هم ارز ،(۱۲۶ -۱) معادله و
ساده ترین از یکی ،(۱۳۴ -۱) معادله لاگرانژی چگالی که چرا می آید دست به بدیهی راه یک از اینشتین
به می توان که است آن توجه قابل نکته یک ساخت. فضا-زمان متریک از می توان که عددی ست چگالی
∇a مشتق عملگر و متریک از عام، نسبیت برای میدان متغیر عنوان به تنهایی به متریک گرفتن نظر در جای
استفاده (۱۳۴ -۱) لاگرانژی چگالی از اگر که است ذکر قابل کرد. استفاده میدان مستقل متغیر های عنوان به
نظر در (gab متریک از مستقل (یعنی مشتق عملگر از تابعی عنوان به تنها را Rab که تفاوت این با ولی کنیم

یعنی بگیریم a∇وردش و gab به نسبت ۲ پالاتینی کنش از بعد، و بگیریم

S[gab,∇a] =
∫ √

−gRabgabe, (۱۴۴ -۱)

روی بر دو هر ،∇agab = ۰ یعنی متریک با سازگاری شرط و (۱۴۳ -۱) اینشتین معادله که درمی یابیم
جملات از استفاده با می تواند ∇a مشتق عملگر چون گزاره این اثبات برای دارند. وجود مشتق عملگر

Palatini action ۲ Stokes’ theorem ۱
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با a∇هم ارز از وردش گیری شود، تعریف Ccab تانسوری میدان یک و ∇̃a مشتق عملگر از دلخواهی ثابت
که است مناسب ،∇a و gab از تک-پارامتری وردش گیری گرفتن نظر در با می باشد. Ccab از وردش گیری
حالت این عمده تفاوت حال بگیریم. نظر در λ = ۰ در gab متریک با سازگار مشتق عملگر عنوان به را ∇̃a
 Ṙac = −۲ ۰∇[a

۰Cbb]c معادله از استفاده جای به که است این در دادیم انجام قبل در که وردش گیری با
داریم λ = ۰ در می کنیم. استفاده δRab مقدار محاسبه برای (۱۳۷ -۱) معادله از

δSG
δgab

= −۲
∫
gab∇[aδC

c
c]b

√
−ge+

∫ (
Rab −

۱
۲Rgab

)
δgab
√
−ge

= −۲
∫
gab∇̃[aδC

c
c]b

√
−ge+

∫ (
Rab −

۱
۲Rgab

)
δgab
√
−ge

+

∫
gab

[
CdabδC

c
cd + CccdδC

d
ab − ۲CdcbδCcad

]√
−ge

=

∫ [
C bd
d δac + C d

dc g
ab − ۲Cb a

a

]
δC c

ab

√
−ge

+

∫ (
Rab −

۱
۲Rgab

)
δgab
√
−ge. (۱۴۵ -۱)

سازگار مشتق عملگر ∇̃a چون استوکس، قضیه از استفاده با دوم خط در معادله راست طرف در جمله اولین
δCcab شدن صفر به احتیاجی که چرا نداریم مرزی جمله هیچ مورد این (در می شود. صفر است، متریک با
معادله تساوی آخرین در براکت ها در موجود جمله که است لازم δSG

δCc
ab

کردن صفر برای نداریم.) مرز در
Ccab = ۰ که می بینیم جبری محاسبات کمی با شود. صفر متقارن اند، b و aاندیس های که وقتی ،(۱۴۵ -۱)

می رسیم. اینشتین معادله به قبل مثل δSG
δgab

کردن صفر با پایان، در a∇است. = ∇̃a معنی به این و بوده
ماده میدان های با خلا، گرفتن نظر در بدون اینشتین معادله محاسبه برای رهیافتی دنبال به باید حال
فضا-زمان در ماده میدان های تعریف برای مناسب لاگرانژی چگالی دنبال به باید ابتدا کار این برای باشیم.
به باید را L کل لاگرانژی چگالی اینشتین-ماده، شده جفت میدان معادلات یافتن برای باشیم. خمیده

بگیریم نظر در زیر شکل به Lm ماده و LG اینشتین لاگرانژي چگالی دو جمع حاصل صورت

L = LG + αmLm, (۱۴۶ -۱)

وردش گیری بنابراین می باشد ماده میدان از LGمستقل لاگرانژي چگالی چون است. ثابت αmیک آن در که
متریک به نسبت S کلی کنش از وردش گیری با حال می شود. اینشتین معادله همان به منجر آن به نسبت

[۲۱] می یابیم دست زیر معادله به gab

Gab = Rab −
۱
۲Rgab = ۸πTab, (۱۴۷ -۱)
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می شود تعریف زیر شکل به Tab ۱ انرژي-تکانه تانسور آن در که

Tab = −
αm
۸π

۱√
−g

δLm
δgab

. (۱۴۸ -۱)

معادلات به باشند αKG = ۱۶π و Lm = LKG ،(۱۴۶ -۱) لاگرانژي چگالی در اگر که کنیم دقت باید
αEM = و Lm = LEM باشیم داشته اگر همینطور و می رسیم اینشتین-کلاین-گوردون شده جفت 
چگالی اگر که گفت می توان کلی تر به طور یافت. خواهیم دست اینشتین-ماکسول معادلات به آنگاه ،۴
(۱۴۸ -۱) معادله آنگاه بگیریم نظر در ماده میدان نظریه تعریف در شروع نقطه عنوان به را Lm لاگرانژي
برای لاگرانژي چگالی اگر گرفت. نظر در میدان آن انرژي-تکانه تانسور تعریف عنوان به می توان را
از می توانند اینشتین-ماده معادلات آنگاه باشد، نداشته ∇a مشتق عملگر انتخاب به بستگی ماده میدان

آیند. بدست ماده کنش و پالاتینی کنش جمع وردش گیری
یک fλ : M → M اگر یعنی باشد ناوردا ، ۲ هموارریخت نگاشت های تحت باید Sm ماده کنش
f⋆λ آن در که Sm[gab, ψ] = Sm[f

⋆
λg

ab, f⋆λψ] داریم آنگاه باشد، هموارریخت ها از تک-پارامتری خانواده
ازین کرد.) خواهیم بررسی را همدیس تبدلات تفصیل، به ۱ -۱ -۳ بخش (در است. همدیس ضریب یک

داریم وردش گیری ها از دست این برای رو

۰ =
dSm
dλ

=

∫
δSm
δgab

δgab +

∫
δSm
δψ

δψ. (۱۴۹ -۱)

می باشد Lwgab = ۲∇(awb) عمومی شکل دارای δgab وردش گیری هایی، چنین برای که می کنیم یادآوری
آنگاه کند، ارضا را ماده میدان معادلات ψ که کنید فرض حال است. دلخواه برداری میدان waیک آن در که
تعریف از استفاده با بنابراین ندارد. سهمی هیچ نیز (۱۴۹ -۱) معادله در دوم جمله و است δSm

δψ

∣∣
ψ
= ۰

همواری wa برداری میدان هر برای آنگاه کند ارضا را ماده میدان معادلات ψ اگر که درمی یابیم ،(۱۴۸ -۱)
داریم ۳ فشرده تکیه گاه از

۰ =

∫ √
−gTab∇(awb)e =

∫
Tab∇awbϵ = −

∫
(∇aTab)wbϵ, (۱۵۰ -۱)

می دهد نشان که

∇aTab = ۰. (۱۵۱ -۱)

پایسته ماده، میدان معادله اثر به واسطه همیشه Tab می باشد، ناوردا که هموارریختی کنش برای بنابراین
می کند. تقویت را ماده میدان انرژي-تکانه تانسور عنوان به Tab بیان گزاره، این واقع در .[۳۳ ،۳۲] می ماند

Compact support ۳ Diffeomorphism۲ Energy-momentum tensor ۱
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که می آید بر میدان)، معادله هر از (مستقل SG بر فوق گزاره اعمال با که کرد نشان خاطر باید

∇aGab = ۰. (۱۵۲ -۱)

از نتیجه ای عنوان به می توان را شده ادغام بیانکی اتحاد عام، نسبیت لاگرانژی صورت بندی در بنابراین
گرفت. نظر در هموارریخت نگاشت تحت هیلبرت کنش ناوردایی

وجود ۱ تنش-انرژي تانسور تعریف برای نیز دیگر رهیافت یک ،(R۴, ηab) مینکوفسکی فضا-زمان در
تابع را L بخش، این در سادگی برای است. L لاگرانژي اش از شونده شروع ψ میدان با مرتبط که دارد
معادله آنگاه (.ψ از بالاتری مرتبه مشتق های جز به (البته می گیریم. نظر در ∂aψ و ψ ،ηab از موضعی ای

با است برابر ψ برای حرکت

۰ =
δS

δψ
=
∂L
∂ψ
− ∂a

[
∂L

∂(∂aψ)

]
, (۱۵۳ -۱)

نقطه ای هر در va برداری میدان که است معنی این به ∂L
∂(∂aψ)

است. اسکالر میدان یک ψ مورد ابن در که
ثابت x آن در که می کند، ارضا ψ از همواری تک-پارامتری وردش گیری های همه ازای به را زیر رابطه x از
جزئی مشتق های تنها پایه، یک در va (مولفه های Lدارند به بستگی ،∂aψ جز به کمیت ها همه مقدار و بوده

هستند.) ∂aψ مولفه های با متناظر دوگان پایه به نسبت L
dL
dλ

= vaδ(∂aψ). (۱۵۴ -۱)

بر ادغام که بود خواهد (l + ۱, k) نوع تانسور یک va = ∂L
∂(∂aψ)

آنگاه باشد، (k, l) نوع تانسور یک ψ اگر
متغیرهای به نسبت Lجزئی مشتق های است. شده تعریف کاملا (۱۵۴ -۱) معادله در آن اندیس های روی
(ψλ, (ηλ)ab) دلخواه هموار تک-پارامتری خانواده یک برای شده اند. تعریف مشابه به طور هم دیگر تانسوری

داریم (ηλ)ab تخت متریک های و ψλ میدان های از

δL ≡ dL
dλ

=
∂L
∂ψ

δψ +
∂L

∂(∂aψ)
δ(∂aψ) +

∂L
∂ηab

δηab, (۱۵۵ -۱)

اگر که می کنیم فرض حال نداریم. فوق معادله در یافته وردش  کمیت های روی بر مرزی ای شرایط هیچ
تولید ξ برداری میدان های از که هموارریخت ها از تک-پارامتری خانواده به واسطه L وردش گیری های

می شود بازنویسی زیر شکل به (۱۵۵ -۱) معادله آنگاه باشند آمده بدست شده اند،

δL = LξL = ξa∂aL =
∂L
∂ψ

Lξψ +
∂L

∂(∂aψ)
Lξ∂aψ +

∂L
∂ηabLξηab

, (۱۵۶ -۱)

Stress-energy tensor ۱
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دوم جمله در و شده صفر (۱۵۶ -۱) معادله در آخر جمله آنگاه است. ۱ کیلینگ میدان ξa آن در که
دست به ،∂L∂ψ برای آن جایگذاری و (۱۵۳ -۱) معادله از استفاده با نهایت در .Lξ∂aψ = ∂a(Lξψ) داریم

 می آوریم

∂a

[
∂L

∂(∂aψ)
Lξψ − ξaL

]
= ۰. (۱۵۷ -۱)

است شده اعمال تقارن ها از ۳ پوانکاره ای گروه به که می شود شناخته ۲ نوتر قضیه عنوان به نتیجه این
می دهد نشان انتقالی، کیلینگ میدان های همه برای (۱۵۷ -۱) معادله صحت مشخص، به طور .[۳۵ ،۳۴]

تانسور که

Sab =
∂L

∂(∂aψ)
∂bψ − gabL, (۱۵۸ -۱)

به طور که است کمیتی این .∂aSab = ۰ یعنی می ماند پایسته کانونی، انرژی-تکانه تانسور یک عنوان به
ظاهر اینشتین-ماده میدان معادلات لاگرانژی صورت بندی در (۱۴۷ -۱) معادله راست طرف در طبیعی

می شوند.
می پردازیم. (۱۴۲ -۱) هیلبرت کنش از وردش گیری در موجود مرزی شرط محاسبه به بخش، این انتهای در
δgab مشتقات روی بر شروطی هیچ ولی شود صفر مرز روی بر باید δgab بخش این در که کنیم دقت باید

داریم و می پردازیم مشکل این حل به بخش این در بنابراین ندارند، ∫وجود
U
∇avaϵ =

∫
U̇
van

a, (۱۵۹ -۱)

المان همچنین و باشد) پوچ غیر می شود فرض (که می باشد U̇ مرز بر عمود ۴ واحد یک na آن در که
است. شده تعریف نیز U̇ روی بر طبیعی حجم

داریم U̇ مرز روی بر (۱۳۹ -۱) معادله از استفاده با

van
a = nagbc[∇c(δgab)−∇a(δgbc)] = nahbc[∇c(δgab +∇a(δgbc)]

= −nahbc∇a(δgbc), (۱۶۰ -۱)

بر که چرا ،hbc∇c(δgab) = ۰ داریم و است U̇ روی بر ۵ کاهیده متریک ،hab = gab ± nanb آن در که
انحنای ۶ رد از وردش گیری با مرتبط (۱۶۰ -۱) معادله راست طرف اگرچه می شود. δgab = ۰ ،U̇ مرز روی

داریم بنابراین است. مرز خارجی

K ≡ Ka
a = hab∇anb, (۱۶۱ -۱)

Trace۶ Induced metric ۵ Unit۴ Poincaré group ۳ Noether’s theorem ۲ Killing field ۱
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می آوریم دست به رو ازین و

δK = hab(δC)
b
acnc

=
۱
۲n

chabg
bd[∇a(δgcd) +∇c(δgad)−∇d(δgac)]

=
۱
۲n

chad∇c(δgad). (۱۶۲ -۱)

معادلات از است، δgab = ۰ ،U̇ مرز روی آن برای که متریک به نسبت وردش گیری تحت بنابراین
داشت خواهیم (۱۶۲ -۱) و (۱۶۰ -۱) ،(۱۴۲ -۱)

dSG
dλ

= −۲
∫
U̇
δK +

∫
U
Gabδg

abϵ. (۱۶۳ -۱)

کاهیده متریک که وقتی تنها را gab از وردش گیری اجازه که است صادق جایی تا (۱۶۳ -۱) معادله واقع، در
باشیم. داشته ،δhab = ۰ باشد، ثابت مرز روی بر

پیمانه ای تبدیلات می توانیم باشد، δhab = ۰ مرز روی بر اگر که شود استنتاج اینطور می تواند گزاره این
معادله چون .[۳۶] باشد δgab = ۰ شود باعث که کنیم پیدا مرز روی بر lb = ۰ با ∇(alb) شکل به ۱

معادله جملات همه چون و است صادق δgab = ۰ با U̇ مرز روی بر وردش گیری ها همه برای (۱۶۳ -۱)
δhab = آن در که وردش گیری هایی برای معادله این هستند، ناوردا پیمانه ای تبدیلات چنین تحت (۱۶۳ -۱)

می باشد. صادق نیز می کنند ارضا را ۰

شامل مرز، روی بر δhab = ۰ یا δgab = ۰ با وردش گیری به نسبت SG کنش بیشینه سازی بنابراین،
کار این برای کرد. هموار SG تصحیح با می توان را جمله این اگرچه می شود. اضافی ناخواسته جمله یک

می کنیم تعریف

S′
G = SG + ۲

∫
U̇
K. (۱۶۴ -۱)

معادله در مرزی جمله از وردش گیری چون می شود، میل مان باب نتیجه  به منجر S′
G بیشینه سازی آنگاه

لحاظ را مرزی جملات وقتی بنابراین می کند. حذف را (۱۶۳ -۱) معادله در مرزی جمله ،(۱۶۴ -۱)
است. عام نسبیت برای مناسبی کنش S′

G می کنیم،
Gauge transformations ۱
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میدان معادلات آوردن بدست برای وردشی رهیافت ۳ -۱

پرداختیم، میدان معادلات به رسیدن برای آن، از وردش گیری و کنش مبانی به ۲ -۱ بخش در که همانطور
آوردن بدست برای عموماً می پردازیم. هیلبرت-اینشتین کنش محاسبه به تفصیل به و کامل تر طور به حال
رهیافت و (۲ متریکی رهیافت (۱ دارد: وجود کلی رهیافت دو کنش، کردن کمینه طریق از میدان معادلات

.[۳۸ ،۳۷] پالاتینی

متریکی رهیافت ۱ -۳ -۱

ارائه وی خود توسط اینشتین، میدان معادلات آوردن دست به برای اصلی منطق و استدلال تاریخی، نظر از
برای و کرد کار عام نسبیت میدان معادلات آوردن بدست روی بر نیز هیلبرت همزمان، طور به ولی شد
داشت عقیده وی رسانید. چاپ به اینشتین مقاله انتشار از قبل را خود درست نتایج هیلبرت، بار، اولین
این .[۳۹] شود استنتاج ،۱ موضوعه  اصول از مجموعه ای از باید فیزیک و ریاضیات در نظریات تمامی که
از بعضی فیزیکی توجیه اگرچه داشت. فیزیک نظریات منطقی ساختار روشن سازی در بزرگی سهم گزاره

است. مواجه نقص با ۲ موضوعه اصول
موضوع اصل سه از و داد قرار خود کار مبنای را وردش گیری اصل هیلبرت، داوید گرانش، نظریه برای
و کنند تبعیت وردش گیری اصل از باید گرانشی میدان معادلات (۱ کرد: استفاده خود کار استنتاج برای زیر
باشد. اسکالر باید کنش تابعک (۲ باشند. متریک تانسور مولفه های باید نیز کنش انتگرال مستقل متغیرهای
متریک در دوم مرتبه دیفرانسیلی معادلات از باید میدان)، معادلات (یعنی ۳ اویلر-لاگرانژ معادلات (۳

.[۳۹] کنند تبعیت gab
عنوان به می پردازیم. آن ها به که است گرفته شکل سوالاتی موضوعه اصول این حول که است ذکر قابل
(۲ ؟ چیست کنش تابعک فیزیکی و هندسی بیان (۱ است: شده مطرح سوالات این اول اصل برای مثال
میدان معادلات چرا (۳ ؟ چیست اویلر-لاگرانژ معادلات از آمده دست به ۴ فرینه فیزیکی و هندسی معنی

؟ باشند محض کمیت های از بعضی فرینه با هم ارز باید گرانشی
آنگاه باشد، تانسوری شی ای انتگرال، یک اگر که می شود توجیه مشاهده این با نیز دوم موضوع اصل
آوردن دست به واقع در نیستند. تانسور دیگر، تانسوری اشیای انتگرال های باشد. اسکالر یک باید انتگرالده
موضوع اصل نیست. سازگار نظریه این فلسفی زیربنای با هم وردا، غیر کنش انتگرال از هم وردا معادلات

Extremum۴ Euler-Lagrange equations ۳ Postulates۲ Sets of axioms ۱
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که ۲ پواسون معادله چون می کند. ممکن شکل ساده ترین به ،۱ تناظر اصل از استفاده به موجاب را ما نیز سوم
فیزیکی نظریات اکثر طبع همین به و است دوم مرتبه می آید، دست  به هندسی معادلات از حد یک عنوان به
[۴۱ ،۴۰] نیستند مستثنی قاعده ازین نیز گرانشی میدان معادلات که می شوند تعریف دوم مرتبه معادلات با
چهار مرتبه از آن میدان معادلات که دارند وجود گرانشی ای نظریات که چرا نیست یکتا برهان یک این ولی

می روند. بین از دو از بالاتر مرتبه مشتقات با جملاتی نیوتون، نظریه به حدی انتقال با اگرچه هستند.
شکل به باید کنش انتگرال بعدی، چهار فضا-زمان در (۱ قرار اند: ازین هیلبرت موضوعه اصول نتایج
،∂U ≡ U̇ مرز روی بر که می باشد چهاربعدی فضا-زمان در حجم همان U آن در که باشد ∫U Ld۴x

دارد آن مشتقات و gµν متریک تانسور به بستگی L تابع همچنین می شوند. صفر δgµν وردش گیری های
چگالی یک باید L آنگاه باشد اسکالر یک ∫U Ld۴x اگر (۲ آن. بالاتر مرتبه مشتقات و gµν,αβ ،gµν,α یعنی
ساده ترین می باشد. یک وزن با اسکالر چگالی یک ،d۴x حجم المان که چرا باشد یک منفی وزن با اسکالر
سره اسکالر یک L آن در که  ،L = L

√
−g داریم بنابراین g−√می باشد. یک، منفی وزن با اسکالر چگالی

است. کنش انتگرال در مشتق بیشترین مرتبه برابر دو اویلر-لاگرانژ، معادلات مرتبه (۳ است. ۳ محض یا
غیر اسکالر یک می توان که اگرچه باشد. gµν,α و gµν از تابعی تنها L که است مناسب زمانی نتیجه این
تانسور کریستوفل، نمادهای که چرا ساخت، gµν,α = Γ β

µα gνβ +Γ β
να gµβ و gµν جبری ترکیب از بدیهی

.[۹] نیستند
اویلر-لاگرانژ معادلات در سهمی هیچ صورتی در تنها باشند، موجود L در اگر gµν دوم مرتبه مشتقات
صفر که شده انتگرال گیری حجم مرز روی بر عبارتی یک دیورژانس صورت به را آنها بتوان که ندارند
این به شود، وارد L در خطی صورت به gµν,αβ که بود خواهد ممکن صورتی در این نوشت. می شوند،
ریمان تانسور در که عبارت هایی باشند. شده  ادغام نمی شوند، gµν,αβ شامل که جملاتی با تنها که معنی

شکل اند. ازین هستند
می باشد، خطی آن در ،gµν,αβ اینکه به توحه با ساخت، ریمان تانسور از می توان که عباراتی ساده ترین
رو ازین و L = gµνRµν = R داریم بنابراین هستند، gµνRµν = R یا R µ

νµα = Rνα = −R µ
ναµ

می شود نوشته شکل به کنش مان

SG =

∫
U

√
−gR d۴x. (۱۶۵ -۱)

چگالی گرفتن نظر در با آن، کامل شکل که [۳۹] است معروف هیلبرت-اینشتین کنش به فوق رابطه
Proper scalar ۳ Poisson equation ۲ Correspondence principle ۱
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است زیر شکل به ماده لاگرانژی

SG =

∫
U

√
−gR d۴x+

∫
U
Lmd۴x. (۱۶۶ -۱)

داشت خواهیم gab متریک به نسبت فوق رابطه از وردش گیری با حال

δSG =
۱

۲κ۲

∫
U

[
(δ
√
−g)R+ (δR)

√
−g

]
d۴x+

∫
U
δLmd۴x, (۱۶۷ -۱)

۱ ژاکوبی فرمول طبق فوق، انتگرال اول عبارت از اول جمله حاصل می باشد. κ۲ ≡ ۸πG آن در که
در بنابراین بپردازیم، ریچی اسکالر از وردش  گیری محاسبه به باید بنابراین می باشد. مشخص (۱۴۰ -۱)

داریم ادامه

δSG =
۱

۲κ۲

∫
V ۴

[(
− ۱

۲
√
−ggµνδgµν

)
R+ {(δgµν)Rµν + gµν(δRµν)}

√
−g

]
d۴x

+

∫
V ۴
δLmd۴x.

(۱۶۸ -۱)

وردش گیری و شده ادغام ریمان تانسور از استفاده با و می پردازیم (۱۶۸ -۱) کنش از سوم جمله محاسبه به حال
می آوریم دست به آن، از

δRµν = δΓ α
µν,α −δΓ α

µα,ν +δΓ α
βα Γ β

µν +δΓ β
µν Γ α

βα −δΓ α
βν Γ β

µα −δΓ β
µα Γ α

βν . (۱۶۹ -۱)

(نمادهای هموستارها تمامی آن در که معنی این به موضعی، لخت دستگاه گرفتن نظر در با ادامه در
ساده سازی زیر شکل به را (۱۶۹ -۱) رابطه می توان ،∂α → ∇α تبدیل همچنین و می باشند صفر کریستوفل)

کرد

δRµν = ∇αδΓ α
µν −∇νδΓ α

µα . (۱۷۰ -۱)

دست به (۱۶۸ -۱) معادله در است) پلاتینی معادله فرعی نتیجه (که فوق رابطه جایگذاری با اکنون
می آوریم

δSG =
۱

۲κ۲

∫
U

[(
− ۱

۲
√
−ggµνδgµν

)
R+ {(δgµν)Rµν +∇αAα}

]√
−gd۴x

+

∫
U
δLmd۴x,

(۱۷۱ -۱)

استوکس، قضیه از استفاده با و می باشد اول مرتبه تانسور یک Aµ = gµνδΓ α
µν + gµαδΓ ν

µν آن در که
داشت خواهیم بنابراین می شود. صفر ∂U مرز روی بر جمله این

δSG =
۱

۲κ۲

∫
u

[
Rµν −

۱
۲gµνR

]√
−gδgµνd۴x+

∫
u

δLm
δgµν

d۴x. (۱۷۲ -۱)
Jacobi’s formula ۱
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می رسیم اینشتین میدان معادله به فوق کنش کردن کمینه با حال

Rµν −
۱
۲gµνR =

−۲κ۲
√
−g

δLm
δgµν

. (۱۷۳ -۱)

داد نشان زیر آشناتر شکل به می توان را فوق معادله

Gµν = ۸πGTµν , (۱۷۴ -۱)

انرژي-تکانه تانسور برای و می شود تعریف Gµν = Rµν − ۱
۲gµνR صورت به اینشتین تانسور آن در که

در اینشتین میدان معادلات به متریکی رهیافت با توانستیم طریق این به .[۱۸ ،۱۲] Tµν = −۲√
−g

δLm
δgµν داریم

معادلات آوردن بدست برای وردش گیری رهیافت از دیگری نوع به ادامه در یابیم. دست ماده میدان حضور
می کنیم. اشاره عام نسبیت میدان

پالاتینی رهیافت ۲ -۳ -۱

و دینامیکی میدان های به بستگی تنها که میدان معادلات آوردن دست به برای دیگر هوشمندانه روش یک
تبعیت صورت گرایی این از رهیافت، این در است. معروف پالاتینی رهیافت به دارد، آن اول مرتبه مشتق های
.[۳۷] می شوند گرفته نظر در مستقل میدان های عنوان به ،Γ α

µν هموستار و gµν متریک آن در که می کنیم
می کنیم فرض موضوع این بهتر درک برای ندارد. وجود هموستار و متریک بین ارتباطی هیچ دیگر بیان به
می باشد آن مشتق های همچنین و Γ̂ α

µν مستقل هموستار های و Gµν متریک از تابعکی صورت به ،LG که
داریم آن در که ،LG = LG[Gµν , Γ̂ α

µν , Γ̂ α
µν,β ] یعنی

LG = GµνRµν = Gµν
[
Γ̂ α
µν,α − Γ̂ β

µν,β + Γ̂ α
βµ Γ̂ β

αν − Γ̂ β
µα Γ̂ α

βν

]
. (۱۷۵ -۱)

مستقل متریک به نسبت فقط اگر، حال دارد. آن مشتقات و Γ̂ α
µν به بستگی تنها ریچی تانسور بنابراین

داشت خواهیم بگیریم وردش Gµν

δSG =

∫
U
δGµνRµνd۴x, (۱۷۶ -۱)

با ادامه در .Rµν = ۰ یعنی می رسیم خلا در میدان معادلات به فوق کنش کردن کمینه با بلافاصله
می آوریم دست به مستقل هموستار به نسبت وردش گیری

δSG =

∫
U
GµνδRµνd۴x

=

∫
U
Gµν

[
∇α(δΓ̂ α

µν )−∇ν(δΓ̂ α
µα )

]
d۴x. (۱۷۷ -۱)
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که در می یابیم دیورژانس جمله گذاشتن کنار و جز) به جز انتگرال گیری (یا لایبنیتس قاعده از استفاده با

δSG =

∫
U

[
∇νGµνδΓ̂ α

µα −∇αGµνδΓ̂ α
µν

]
d۴x =

∫
U

[
(δ να∇βGµβ −∇αGµν)δΓ̂ α

µν

]
d۴x,

می رسیم زیر معادله به فوق کنش کردن کمینه با نهایت در

∇βδ (ν
α Gµ)β −∇αGµν = ۰, (۱۷۸ -۱)

صفر براکت درون عبارات متقارن بخش تنها بنابراین می باشند، متقارن ν و µ اندیس های که آنجایی از
یعنی می شود

۱
۲δ

ν
α∇βGµβ +

۱
۲δ

µ
α ∇βGνβ −∇αGµν = ۰, (۱۷۹ -۱)

داشت خواهیم جبری اعمال کمی با رو ازین

∇βδ νν Gµβ −∇αδ αν Gµν = ۰, (۱۸۰ -۱)

معادله که می شویم متوجه آن از و

∇αGµν = ۰. (۱۸۱ -۱)

لوی- هموستار از مستقل، هموستار که می یابیم در (۱۸۱ -۱) معادله حل با متقارن اند. نیز هموستار و
است زیر فرم به که می کند تبعیت ۱ چیویتا

Γ α
µν =

۱
۲g

αβ(gµβ,ν + gνβ,µ − gµν,β). (۱۸۲ -۱)

وردش گیری با و عام نسبیت لاگرانژي از شروع با که کرد خلاصه اینگونه را پالاتینی رهیافت می توان پس
نسبت کنش از وردش گیری با همچین و می یابیم دست خلا در اینشتین میدان معادلات به متریک، به نسبت

می باشد. متریک هموستار شکل به هموستار این لزوما که می رسیم نتیجه این به مستقل، هموستار به

نتیجه گیری

وام ریاضیاتی صرفاً مفاهیم با ،۱ -۱ بخش در پرداختیم. عام نسبیت بنیادی و مهم مفاهیم به فصل، این در
تانسورها به کارگیری با انحنا مفهوم توصیف برای و شدیم آشنا منیفلد ها و دیفرانسیلی هندسه از شده گرفته

Levi-Civita connection ۱



میدان معادلات آوردن بدست برای وردشی رهیافت .۳ -۱۴۸

انتها در دست یابیم. انحنا از عمیقی درک به توانستیم اشیا، این روی بر هم وردا مشتق عملگرهای تعریف و
مولفه روش دو به ،۵ -۱ -۱ بخش در و کردیم استخراج را ژئودزی مفهوم قبلی، مفاهیم از گرفتن وام با

دادیم. انجام را انحنا محاسبه تتراد)، (یا راست هنجار پایه روش و مختصات
کردیم پیدا آشنایی دربرمی گیرد را پایان نامه این از عمده ای قسمت که کنش مهم مفهوم با ،۲ -۱ بخش در
در و برسیم میدان معادله محاسبه به توانستیم ورد ش گیری، مفهوم و لاگرانژی چگالی تعریف با همچنین و
حرکت، میدان معادلات به دست یابی برای را پالاتینی و متریکی وردش گیری روش دو فصل، این انتهای

کردیم. معرفی



۲ فصل

کیهان شناسی

بیان که می گیریم بهره مهمی فرض) (یا اصل از کلی، به طور عالم توضیح و توصیف برای کیهان شناسی، در
.[۷۴] می دهد نشان خود از ۳ همسانگرد و ۲ همگن رفتاری ۱ ،۱۰۰Mpc از بیش مقیاسی در عالم می دارد
نقطه هر به دهیم، قرار بررسی مورد را عالم مقیاس این در اگر که معناست بدین عالم همسانگردی و همگن
به انتقال از آمده دست به بررسی های طبق می شود. دیده شکل همان به عالم بنگریم جهتی هر در و فضا از
استناد قابل ابرخوشه ها و خوشه ها کهکشان ها، مانند اجرامی برای آن از کمتر مقیاسی در اصل این سرخ،
و همگنی ،[۷۶] ۴ تورم نظریه ی به اشاره با همچنین شد. خواهد غیرهمگن صورت این در عالم و نیست
استفاده اصل این طبق بنابراین شد. خواهد شکسته نیز ۳۰۰۰Mpc از بیشتر بسیار مقیاسی در همسانگردی

می شود. کارمان در سهولت باعث حدودی تا عالم، توصیف برای ریاضیات نام به ابزاری از

فضا-زمان هندسه و مقدمه ۱ -۲

استفاده هندسه نام به ابزاری از باید عالم ریاضیاتی توصیف برای کردیم، اشاره تفصیل به نیز قبلاً که همانطور
فیزیکی جسم دو بین فاصله  تعریف برای و است فاصله دارد، وجود هندسه در که مهمی مفهوم [۲۱] کنیم
دکارتی، مختصات گرفتن نظر در با مثال عنوان به گیریم. بهره متریک نام به موجودی از باید یکدیگر از

می کنیم تعریف زیر شکل به را نقطه دو بین فیزیکی فاصله 

dl۲ = dx۲ + dy۲ + dz۲ =
۳∑

i,j=۱
δijdx

idxj . (۱ -۲)

Inflation theory ۴ Isotropic ۳ Homogeneous ۲ ۱ pc = ۳٫۲۶ × ۱۰۶ yl = ۳٫۰۸ × ۱۰۱۳ km ۱

۴۹
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قطری ماتریس یک دهنده  نشان متریک) همان (یا کرونکر دلتای نماد فوق رابطه  در که باشید داشته توجه
یک تعریف به الزامی نقطه، دو بین فیزیکی فاصله  توصیف برای می باشد. δij = diag(۱,۱,۱) شکل به
مختلف، مختصات دستگاه های انتخاب به نسبت فاصله این که چرا ندارد وجود واحد مختصات دستگاه
تعریف اینگونه کروی قطبی مختصات دستگاه در را فیزیکی فاصله  همین دیگر، مثالی عنوان به ناورداست.

می کنیم

dl۲ = dr۲ + r۲dθ۲ + r۲ sin۲ θdϕ۲ ≡
۳∑

i,j=۱
δijdx

idxj . (۲ -۲)

توصیف برای حال می شود. نوشته gab = diag(۱, r۲, r۲ sin۲ θ) قطری ماتریس شکل به نیز فوق متریک
در کیهان شناختی اصل با که می کنیم استفاده فضا-زمانی متریک از خاص، نسبیت در فضا-زمان هندسه 

می شود نوشته زیر شکل به و است معروف ۱ مینکوفسکی فضای به فضا-زمان این باشد. توافق

ds۲ =
۳∑

µ,ν=۰
gµνdx

µdxν = −dt۲ + δijdx
idxj . (۳ -۲)

شکل به را متریک فوق رابطه  در کرد. استفاده اینشتین جمع قاعده  از می توان فوق روابط در سادگی برای
متریک تغییرات چگونگی که است آن متریک مورد در مهم نکته  کردیم. تعریف gµν = diag(−۱,۱,۱,۱)

می گیرد. نشات عالم در موجود انرژی و ماده توزیع از فضا-زمان، در
۲ خط المان  برای که کلی ای شکل بنابراین می باشیم، عالم انبساط و تحول پی در ما که آنجا از حال

است زیر شکل به می کنیم اخذ

ds۲ = −dt۲ + a۲(t)[γij(x
k)dxidxj ], (۴ -۲)

است. عالم انبساط کننده توصیف که می شود شناخته ۳ مقیاس ضریب به بالا رابطه  در a(t) آن در که

متقارن سه-فضای ۱ -۱ -۲

و همگنی بخواهیم اگر حال کردیم. استفاده متریک از به هم نسبت اجرام فیزیکی فاصله  تعریف برای
نظر در آن روی بر را نقاط از مجموعه ای یا نقطه یک و کنیم تصور بعدی سه بستری در را عالم همسانگردی
خلاف بر که می کنیم استفاده می باشد صفحه یک از تعمیمی که متقارن ۴ توپولوژیکی رویه یک از بگیریم،
انحنای با بعدی سه کره  یک می تواند بلکه تخت)، سطحی (یعنی نیست صفر انحنای دارای صفحه یک

Topological surface ۴ Scale factor ۳ Line element ۲ Minkowski space ۱
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تفاوت باشد. ( ۲ شبه کروی یا ۱ لباچسفکی (فضای [۷۸] منفی انحنای با هذلولوی فضای یک یا مثبت
اقلیدسی بعدی سه فضای یک در نمی توان را آن که است این در دیگر فضای دو با لباچسفکی فضای فاحش
منفی انحنای با فضایی ساده تر معنی به (یا می باشد. موهومی بخش دارای کره شعاع آن، در که چرا نشاند،
داشت انحنا از حالت سه این به بصری شهودی بتوان آنکه برای ندارد.) وجود اقلیدسی بعدی سه فضای در
دقیق، به طور هم باز (که هذلولی یک از و دوبعدی کره  یک سطح بعدی، دو تخت صفحه  یه از ترتیب به
خط المان می توانیم حالت ها، این به توجه با .[۷۹] می کنیم استفاده نیست) منفی انحنای کننده  توصیف

داریم صفر انحنای با تخت فضای برای بنویسیم. را انحنا سه هر

dl۲ = dx۲ = δijdx
idxj . (۵ -۲)

می شود تعریف زیر روابط با خط المان منفی، و مثبت انحنای برای ترتیب به همینگونه و

dl۲ = dx۲ + du۲ = R۲
۰, x۲ + u۲ = R۲

۰, (۶ -۲)

dl۲ = dx۲ − du۲ = −R۲
۰, x۲ − u۲ = −R۲

۰. (۷ -۲)

دو کردن تلفیق با حال می باشد. است) ثابت مقداری (که ۳ انحنا مقیاس یا کره شعاع R۰ فوق روابط در
داشت خواهیم واحد معادله  یک در (۷ -۲) و (۶ -۲) معادله 

dl۲ = dx۲ ± du۲ = ±R۲
۰, x۲ ± u۲ = ±R۲

۰. (۸ -۲)

در (۵ -۲) رابطه  جایگذاری با نهایت در و u مختصه  حذف و (۸ -۲) رابطه  طرفین از مشتق گیری با ادامه در
می رسیم زیر دلخواه نتیجه  به آن،

dl۲ = dx۲ + k
(x⃗ · dx)۲

R۲
۰ − kx۲ . (۹ -۲)

استفاده کروی مختصات دستگاه از است بهتر فوق، رابطه  در موجود تقارن بهتر چه هر گنجاندن برای
داشت خواهیم انتها در بنابراین کنیم.

dl۲ =
dr۲

۱− kr۲

R۲۰

+ r۲dΩ۲, (۱۰ -۲)

Curvature scale ۳ Pseudospherical geometry ۲ Lobachevskian geometry ۱
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است اینگونه آن مقادیر و است فضا انحنای نشان دهنده  k متغیر آن در که

k ≡



۱ E۳

۰ H۳

−۱ S۳

. (۱۱ -۲)

است. شده تعریف dΩ۲ ≡ dθ۲ + sin۲ θdϕ۲ همچنین و

فریدمن-لومتر-رابرتسن-واکر متریک ۲ -۱ -۲

فریدمن-لومتر-رابرتسن-واکر متریک به قطبی، مختصات در (۴ -۲) در (۱۰ -۲) رابطه  جایگذاری با
[۸۰] یافت خواهیم دست ۱

ds۲ = −dt۲ + a۲(t)

[
dr۲

۱− kr۲

R۲۰

+ r۲dΩ۲
]
. (۱۲ -۲)

می کنیم: اشاره ادامه در آن ها به که می باشد مهمی ویژگی های دارای متریک این
ایجاد فضا-زمان هندسه  در تغییری هیچ کنیم، استفاده زیر بازمقیاس از FLRW متریک در اگر (۱

می شود حفظ آن در موجود تقارن و نمی شود

a→ λa, r → r/λ, R۰ → R۰/λ, (۱۳ -۲)

برابر را حاضر حال مقیاس ضریب می توانیم موضوع این از استفاده با است. ثابت مقدار یک λ آن در که
بگیریم. نظر در یک با

فیزیکی، مختصه  با مختصه این مهم تفاوت و است معروف ۲ همراه مختصه  به r ،FLRW متریک در (۲
فیزیکی فاصله  ولی می ماند باقی ثابت عالم انبساط گرفتن نظر در با آن در نقطه دو بین فاصله  که است آن در
می کند. تغییر a(t) مقیاس ضریب با متناسب عالم) انبساط گرفتن نظر در (با زمان به نسبت نقطه دو بین
قابل فیزیکی به طور همچنین و کرده تغییر (۱۳ -۲) بازمقیاس به کارگیری با مختصه این که کنیم توجه باید
،rPhys = a(t)r یعنی بنویسیم فیزیکی مکان حسب بر را مکانی مختصه  این اگر حال نمی باشد. مشاهده 

[۷۴] یابیم دست فیزیکی سرعت به رابطه این طرفین از مشتق گیری با می توانیم

vPhys ≡
drPhys
dt

=
da

dt
r+ a(t)

dr

dt
≡ HrPhys + vPec. (۱۴ -۲)

Comoving coordinate ۲ Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker metric (FLRW metric) ۱
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کهکشان یک حرکت مسیر r(t) که می کنیم فرض باشد برخوردار فیزیکی ارزش از فوق رابطه  آنکه برای
در و است کهکشان یک فیزیکی سرعت نشان دهنده  (۱۴ -۲) رابطه  بنابراین باشد، همراه مختصه  همان در

داریم آن

H ≡ ȧ

a
, (۱۵ -۲)

نشان دهنده  نقطه علامت ،(۱۴ -۲) رابطه   در همچنین و [۷۵] است معروف ۱ هابل پارامتر به H آن در که
سرعت به آن معنی و می شود نامیده ۲ هابل جریان HrPhys عبارت و ȧ = da/dt یعنی بوده زمانی مشتق
سرعت vPec ≡ a(t)ṙ عبارت و دارد اشاره می باشد، فضا انبساط حاصل که rPhys(t) و مبدا بین کهکشان

است. همراه مختصه در ناظر توسط شده اندازه گیری سرعت نشان دهنده  و می شود نامیده ۳ خاصه
که داریم ،dχ ≡ dr√

۱− kr۲
R۲۰

شعاعی مختصه  تعریف با (۱۲ -۲) رابطه ساده نویسی برای -۳

ds۲ = −dt۲ + a۲(t)
[
dχ۲ + S۲

k (χ)dΩ
۲], (۱۶ -۲)

[۷۷] می شود تعریف زیر شکل به Sk(χ) آن در که

Sk(χ) ≡ R۰



sin( χR۰
) k = ۱

χ
R۰

k = ۰

sinh( χR۰
) k = −۱

. (۱۷ -۲)

ضریب از فاکتورگیری با را (۱۶ -۲) رابطه  می توانیم dη = dt/a(t) شکل به همدیس زمان تعریف با -۴

بنویسیم زیر شکل به a(η) همدیس مقیاس

ds۲ = a۲(η)
[
− dη۲ + (dχ۲ + S۲

k (χ)dΩ
۲)
]
. (۱۸ -۲)

دقیق جواب های آوردن دست به جهت در FLRW متریک برای بخش این در همدیس زمان تعریف
می باشد. اینشتین معادلات

Peculiar velocity ۳ Hubble current ۲ Hubble parameter ۱
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سینماتیک ۲ -۲

ژئودزی ۱ -۲ -۲

جسم دو بین فاصله  متریک، از استفاده با و پرداختیم عالم توصیف برای نیاز مورد هندسه  به قبل بخش در
در را جسم یک یا ذره یک حرکت) (مسیر سینماتیک می خواهیم بخش این در حال کردیم. تعریف را ذره یا
که می کنیم استفاده ژئودزی نام به مفهومی از منظور این به ،[۸۱] آوریم دست به FLRW فضا-زمان بستر
اقلیدسی بعدی دو فضای در آزاد ذره ای می کنیم فرض .[۵۰] پرداختیم آن به ۳ -۱ -۱ بخش در تفصیل به
معادله  دکارتی، مختصات دستگاه گرفتن نظر در با نمی شود، وارد آن به نیرویی هیچ و است شده تعریف

با است برابر نیوتون دوم قانون طبق ذره این حرکت

d۲xi

dt۲
= ۰. (۱۹ -۲)

داشت خواهیم آنگاه کنیم، تعریف قطبی مختصات دستگاه در را ذره حرکت معادله  اگر

ẍ = r̈ cosϕ− ۲ sinϕṙϕ̇− r cosϕϕ̇۲ − r sinϕϕ̈ = ۰,

ÿ = r̈ sinϕ+ ۲ cosϕṙϕ̇− r sinϕϕ̇۲ + r cosϕϕ̈ = ۰.
(۲۰ -۲)

می آوریم بدست فوق معادله  دو حل با

r̈ = rϕ̇۲

ϕ̈ = −۲
r
ṙϕ̇.

(۲۱ -۲)

رابطه در حرکت معادله  همان یا زمان به نسبت x متغیر دوم مرتبه  مشتق بودن صفر که است ذکر قابل
دادیم. نشان قطبی مختصات در را موضوع این است. ẍi = ۰ که نیست این معنی به ،(۱۹ -۲)

زیر لاگرانژی از ابتدا کنیم تعریف دلخواه مختصات دستگاه یک در را حرکت معادله  بخواهیم اگر حال
می کنیم استفاده

L =
m

۲ gij(x
k)ẋiẋj , (۲۲ -۲)

زیر اویلر-لاگرانژ معادله  در فوق لاگرانژی جایگذاری با حال می باشد، gij ̸= δij آن در که

d

dt

(
∂L

∂ẋk

)
=

∂L

∂xk
, (۲۳ -۲)
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می آوریم دست به
d۲xi

dt۲
= −Γiab

dxa

dt

dxb

dt
, (۲۴ -۲)

می شود تعریف زیر شکل به کریستوفل نماد آن در و می شود گفته ژئودزی معادله آن به که

Γiab ≡
۱
۲g

ij
(
∂agjb + ∂bgja − ∂jgab

)
, ∂j ≡ ∂/∂xj . (۲۵ -۲)

دارد. (۲۴ -۲) ژئودزی معادله به شبیه شکلی عام، نسبیت در جرم دار ذره  یک حرکت معادله  بنابراین
ویژه زمان که است xµ(τ) زمان گونه ی منحنی جرم دار، ذرات برای خمیده فضا-زمان یک در ژئودزی

[۵۰] داریم و می کند فرینه را فضا-زمان این در نقطه دو بین ∆τ
d۲xµ

dτ۲ = −Γµαβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
, (۲۶ -۲)

می باشد زیر شکل به نیز Γµαβ کریستوفل نماد آن در که

Γµαβ ≡
۱
۲g

µλ
(
∂αgλβ + ∂βgλα − ∂λgαβ

)
, ∂α ≡ ∂/∂xα. (۲۷ -۲)

می شود. تعریف dτ۲ = −ds۲ شکل به نیز ویژه زمان رابطه همچنین
رابطه  که می دانیم بنویسیم. ۱ چارتکانه براساس را ذره یک برای ژئودزی معادله که است مناسب حال

است زیر شکل به چهاربعدی خمیده  فضا-زمان در تکانه

Pµ ≡ mdxµ

dτ
. (۲۸ -۲)

ژئودزی معادله در آمده دست  به نتیجه  جایگذاری و (۲۸ -۲) رابطه  از زنجیره ای مشتق قاعده  اعمال با حال
که داریم (۲۶ -۲)

Pα
∂P µ

∂xα
= −ΓµαβP

αP β . (۲۹ -۲)

کنیم تعریف زیر شکل به را فوق ژئودزی معادله  اگر نهایت در

Pα
(
∂αP

µ + ΓµαβP
β) = ۰, (۳۰ -۲)

مشتق تعریف با بنابراین می باشد. Pµ چارتکانه از هم وردا مشتق نشان دهنده پرانتز در آمده دست به عبارت
کنیم بازنویسی زیر ساده  شکل به را ژئودزی معادله  می توانیم ،∇α ≡ ∂α + Γµαβ شکل به هم وردا

Pα∇αPµ = ۰. (۳۱ -۲)
Four-momentum ۱
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ذرات برای راحتی به را آن می توان که دارد اهمیت جهت این از (۳۱ -۲) شکل به ژئودزی معادله  نوشتن
کرد. اعمال نیز جرم بدون

FLRW متریک در آزاد ذرات ژئودزی معادله  آوردن دست به برای می گردیم. بر آزاد ذرات مسئله  به حال
قراراند ازین آن صفر غیر مولفه های که آوریم دست به متریک این برای را هموستار) (یا کریستوفل نماد باید

Γ۰
ij = c−۱aȧγij

Γi۰j = Γij۰ = c−۱ ȧ

a
δij

Γijk = Γikj =
۱
۲γ

ia
(
∂jγak + ∂kγaj − ∂aγjk

)
.

(۳۲ -۲)

∂iP
µ = ۰ که می کند تحمیل را شرط این پس می باشد همگن FLRW متریک چون که کنیم توجه باید حال

داریم بنابراین باشد،

P ۰dP
µ

dx۰ = −ΓµαβP
αP β . (۳۳ -۲)

طرف رو ازین می شوند، صفر زمانی اندیس  دو با کریستوفل نمادهای همه چون ،µ = ۰ گرفتن نظر در با
E = P ۰ که نکته این از استفاده و Γ۰

ij = aȧγij جایگذاری با و می شود Γ۰
ijP

iP j با برابر معادله راست
می آوریم دست به می باشد،

E
dE

dt
= aȧγijP

iP j . (۳۴ -۲)

کند تبعیت زیر قید از باید Pµ = (E,P i) چارتکانه جرم، بدون آزاد ذره برای

gµνP
µP ν = −E۲ + a۲γijP

iP j = ۰. (۳۵ -۲)

کنیم بازنویسی زیر شکل به را (۳۵ -۲) رابطه  می توانیم قید این با بنابراین
۱
E

dE

dt
= − ȧ

a
. (۳۶ -۲)

می شود. واپاشیده E ∝ a−۱ با متناسب عالم انبساط با جرم بدون ذره انرژی که می دهد نشان رابطه این

سرخ به انتقال ۲ -۲ -۲

بلند تر باعث عالم، انبساط دلیل به می رسد ما به آسمانی اجرام دیگر و کهکشان ها از عالم در که نوری هر
گفته ۱ سرخ به انتقال پدیده  عالم، انبساط اثر در موج طول افزایش این به که می شود نور آن موج طول شدن

Redshift۱
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به نسبت قرمز نور موج طول بودن بلندتر ناظر، توسط شده مشاهده گسیلی نور بودن سرخ دلیل و می شود
λ = h/E رابطه  از فوتون انرژی با نور موج طول که می دانیم طرفی از .[۸۲] می باشد آبی نور موج طول
است. E ∝ a−۱ که دیدیم نیز قبل بخش در همچنین می باشد. پلانک ثابت h آن در که می آید دست به
ازین t۰ بعدتر زمان به t۱ زمان در شده گسیل موج طول نسبت و می باشد λ ∝ a که می گیریم نتیجه بنابراین

است قرار

λ۰
λ۱

=
a(t۰)

a(t۱)
. (۳۷ -۲)

کوانتومی) مکانیک از گرفته نشات خاصیت (یا نور ذره ای خاصیت برای را فوق روابط که کنید توجه باید
دست به آن) کلاسیکی خاصیت (یا نور موجی خاصیت اساس بر را مفاهیم این آنکه برای آوردیم. دست به

کنیم. نگاه مسئله  به دیگری دید با باید آوریم
زمان از باید انبساط حال در فضا-زمان بستر در الکترومغناطیسی موج عنوان به نور مطالعه ی برای
حرکت مسیر برای انتخابی مختصات پس می باشد همسانگرد فضا-زمان که آنجا از کنیم. استفاده همدیس
حرکت شعاعی جهت در تنها نور و می باشند ثابت ϕ و θ زوایای بنابراین است شعاعی تقارن دارای نور

می کنیم تعریف زیر شکل به را آن خط المان  پس می کند.

ds۲ = a۲(η)
[
− dη۲ + dχ۲]. (۳۸ -۲)

می شود تعریف زیر رابطه  با مسیرشان بنابراین می کنند طی ds۲ = ۰ خط المان  با را مسیری فوتون ها چون

∆χ(η) = ±c∆η, (۳۹ -۲)

ذکر قابل که نکته ای می باشد. ورودی و خروجی فوتون های برای ترتیب به منفی و مثبت علامت آن در که
خمیده نور حرکت مسیر کنیم استفاده t فیزیکی زمان از η همدیس زمان جای به اگر که می باشد این است

می شود.
این و می کند گسیل خود از δη کوتاه مدت به سیگنالی η۱ همدیس زمان در کهکشانی می کنیم فرض
توسط نوری سیگنال این که همدیسی زمان مدت می رسد. تلسکوپ به η۰ = η۱ + d زمان در سیگنال
این با ولی است شده ساطع منبع از سیگنال این که است مدتی همان با برابر می شود مشاهده آشکارساز

یعنی متفاوت اند یکدیگر با مشاهده و گسیل نقاط در دو این فیزیکی زمانی بازه ها ی که تفاوت

δt۱ = a(η۱)δη, δt۰ = a(η۰)δη. (۴۰ -۲)
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مشاهده موج طول و λ۱ = δt۱ موج طول با گسیلی نور پس بگیریم نظر در نور موج تناوب دوره را δt اگر
داریم بنابراین می شود. تعریف λ۰ = δt۰ با شده

λ۰
λ۱

=
a(η۰)

a(η۱)
. (۴۱ -۲)

کنیم تعریف زیر شکل به را سرخ به انتقال کننده  توصیف متغیر می توانیم حال

z ≡ λ۰ − λ۱
λ۱

. (۴۲ -۲)

که داریم حال) زمان در مقیاس ضریب مقدار (یعنی a(t۰) ≡ ۱ گرفتن نظر در با

۱ + z =
۱

a(t۱)
. (۴۳ -۲)

کهکشان این که است معنی این به باشد، یک با برابر کهکشان، سرخ به انتقال پارامتر اگر که کنیم توجه باید
به اندازه این نیز باشد z = ۲ اگر و است شده دیده بوده، حاضرش حال نصف اندازه  به عالم که هنگامی

می یابد. کاهش عالم اولیه حالت سوم یک
ضریب می توانیم صورت این در ما) به نزدیک منابع (یعنی باشد، z < ۱ که کنیم فرض بیایم حال

[۷۴] داریم آنگاه دهیم بسط t = t۰ حول را مقیاس

a(t۱) = ۱ + (t۰ − t۱)H۰ + · · · , (۴۴ -۲)

می شود تعریف زیر شکل به و شده نامیده ۲ هابل ثابت H۰ و باشد می ۱ برگشتی زمان (t۰ − t۱) آن در که

H۰ ≡
ȧ(t۰)

a(t۰)
. (۴۵ -۲)

کنیم بازنویسی نیز زیر شکل به را (۴۴ -۲) رابطه می توانیم تعریفات، این با

z = H۰(t۰ − t۱) + · · · . (۴۶ -۲)

رو ازین و است t۰ − t۱ = d که می گیریم نتیجه پس نهادیم بنا نزدیک اجرام برای را فرض ابتدا از چون و
.[۸۳] می شود گفته ۳ هابل-لومتر قانون آن به که می یابد افزایش خطی به طور فاصله با سرخ به انتقال پارامتر

که داریم بنابراین

v = z ≃ H۰d, (۴۷ -۲)

می شود. نامیده ۴ رکود سرعت همان v فوق رابطه  در که
Recession Speed ۴ Hubble-Lemaître law ۳ Hubble constant ۲ Look-Back time ۱
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فواصل ۳ -۲ -۲

با نور هم و می باشد انبساط حال در عالم هم که چرا است دشواری کار کیهان شناسی در فاصله تعریف
فاصله  حتی یا کردیم تعریف متریک در قبلا که فاصله ای برسد. ما به که می کشد طول محدودی سرعت
در هم از جداگانه رویدادهای بین فواصل این که چرا نیستند مشاهده قابل نیز dphys = a(t)χ فیزیکی

افتاده اند. اتفاق ثابت زمانی
استفاده ۱ درخشندگی فاصله  از کنیم مشخص صحیح به طور کیهان شناسی در را فاصله بخواهیم اگر
.[۸۴] می کنیم استفاده معروف اند، ۲ استاندارد شمع به که اجرام ذاتی درخشش از کار این برای می کنیم.
دلیل به که هستند ۳ قیفاووسی ستارگان می گیریم: بهره آن از فاصله تعیین برای که استانداردی شمع دو
ستارگان این فاصله  به می توانیم آن ها، مطلق قدر با ستارگان این از رسیده نور تناوب دوره رابطه  بودن مشخص
به دیگر استاندارد شمع یک است. مفید کوتاه فواصل برای تنها ستارگان این از استفاده .[۸۵] یابیم دست
فواصل به دستیابی برای می دهند نشان خو از که زیادی روشنایی دلیل به که معروف اند Ia نوع ابرنواخترهای

می گیرند. قرار استفاده مورد دور
دریافتی (انرژی F شار و زمان) واحد بر گسیلی (انرژی L درخشندگی بین رابطه  می خواهیم ادامه در
جسم یک به نسبت همراه فاصله  رابطه  کار این برای آوریم. دست به را مساحت) واحد بر زمان واحد بر

می کنیم تعریف زیر شکل به آن سرخ به انتقال گرفتن نظر در با را مشخص

χ(z) =

∫ t۰

t۱

dt

a(t)
=

∫ ۱

۰

dz

H(z)
, (۴۸ -۲)

نظر، مورد منبع که می کنیم فرض حال دارد. عالم ماده محتوای به بستگی H(z) هابل ثابت آن در که
یکنواخت به طور انرژی صورت این در می کند، گسیل خود از ایستا اقلیدسی فضای در همسانگرد تابشی
است. A/۴πχ۲ با برابر مساحت این از عبوری کسر و می شود پخش ۴πχ۲ مساحت به کره ای روی بر

می آید دست به زیر عبارت از شده مشاهده شار و درخشندگی بین رابطه  بنابراین

F =
L

۴πχ۲ . (۴۹ -۲)

داریم شونده منبسط فضای برای است. شده تعریف ایستا فضای برای فوق رابطه 

F ≡ L

۴πd۲
L

=
L

۴πd۲
M (۱ + z)۲

, (۵۰ -۲)

Cepheids۳ Standard candle ۲ Luminosity distance ۱
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می آید دست به زیر رابطه  از و است درخشندگی فاصله dL آن در که

dL(z) = (۱ + z)dM (z). (۵۱ -۲)

را آن (۱۷ -۲) رابطه در که است dM ≡ Sk(χ) همان که دارد اشاره متریکی فاصله  به dM فوق رابطه  در
کردیم. تعریف

می آوریم دست به z < ۱ ازای به آنگاه دهیم تیلور بسط برگشتی، زمان حول را a(t) مقیاس ضریب اگر
[۷۴]

a(t) = ۱ +H۰(t− t۰)−
۱
۲q۰H

۲
۰ (t− t۰)۲ + · · · . (۵۲ -۲)

می شود تعریف زیر شکل به q۰ ۱ کندشوندگی پارامتر آن در که

q۰ ≡ −
ä

aH۲

∣∣∣∣
t=t۰

. (۵۳ -۲)

کند. اندازه گیری را عالم شتاب می تواند و است q۰ = −۰٫۵ مقدار دارای پارامتر این حاضر عصر در
شکل به برگشتی زمان اساس بر را سرخ به انتقال رابطه  ،(۴۳ -۲) در (۵۲ -۲) عبارت جایگذاری با حال

می آوریم دست به زیر

H۰(t۰ − t۱) = z − ۱
۲(۲ + q۰)z

۲ + · · · . (۵۴ -۲)

بنویسیم سرخ به انتقال و برگشتی زمان به نسبت را همراه فاصله  می توانیم همچنین

χ =

∫ t۰

t۱

dt

a(t)
=

∫ t۰

t۱

dt[۱ +H۰(t− t۰) + · · · ]

= (t− t۰) +
۱
۲H۰(t− t۰)۲ + · · ·

=
۱
H۰

(
z − ۱

۲(۱ + q۰)z
۲ + · · ·

)
,

(۵۵ -۲)

تعریف اینگونه را هابل-لومتر قانون Sk(χ) = χ یعنی تخت فضای برای می توانیم آن از استفاده با که
کنیم

dL =
۱
H۰

(
z +

۱
۲(۱− q۰)z

۲ + · · ·
)
. (۵۶ -۲)

دارد. بستگی عالم انرژی محتوای به q۰ کندشوندگی پارامتر مقدار که است ذکر قابل
Deceleration parameter ۱
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بردن بهره هم آن و کنیم استفاده فاصله تعریف برای دیگری روش از می توانیم استاندارد شمع از غیر به
در بنابراین دارد فاصله شان به بستگی اجرام زاویه ای اندازه  که می دانیم .[۸۴] است ۱ استاندارد خط کش از

می شود تعریف زیر شکل به زاویه ای اندازه  ایستا، اقلیدسی فضای

δθ =
D

χ
, (۵۷ -۲)

زیر شکل به رابطه این انبساط حال در عالم برای است. جسم عرضی فیزیکی اندازه  همان D آن در که
است

δθ =
D

a(t۱)dM
≡ D

dA
. (۵۸ -۲)

است، شده گسیل آن از نور t۱ زمان در که هنگامی فاصله، به شده مشاهده زاویه ای اندازه  فوق رابطه  در
می شود تعریف زیر شکل به و می باشد ۲ زاویه ای قطری فاصله dA آن در و دارد بستگی

dA(z) =
dM(z)

۱ + z
. (۵۹ -۲)

دینامیک ۳ -۲

ضریب این زمانی تحول که کنیم اشاره باید حال است. عالم انبساط نشان دهنده  مقیاس ضریب که گفتیم
می شود تعریف زیر شکل به که می آید دست به اینشتین میدان معادله  با

Gµν = ۸πGTµν , (۶۰ -۲)

را اینشتین تانسور معادله، این می باشد. نیوتون گرانش ثابت G = ۶٫۶۷ × ۱۰−۱۱m۳kg−۱s−۲ آن در که
را عالم ماده محتوای مقدار (که انرژي-تکانه تانسور به است) فضا-زمان انحنای مقدار نشان دهنده  (که

می دهد. ربط می کند) تعیین
محاسبه  با همچنین و پرداخته انرژی-تکانه تانسور برای ممکن شکل های آوردن دست به به ادامه در
مقیاس ضریب زمانی تحول به دستیابی برای اینشتین معادله  حل به ،FLRWفضا-زمان برای اینشتین تانسور

پرداخت. خواهیم
Angular diameter distance ۲ Standard ruler ۱
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کامل سیالات ۱ -۳ -۲

کیهان شناختی اصل گرفتن نظر در با انرژی-تکانه تانسور برای می توانیم که ممکن شکل های از یکی
است قرار این از آن انرژی-تکانه تانسور که است کامل سیال از استفاده شویم، متصور

Tµν = (ρ+ P )UµUν + Pgµν , (۶۱ -۲)

ناظر دستگاه در ۱ چارسرعت Uµ و سکون چارچوب در فشار و انرژی چگالی ترتیب به ρ, P آن در که
.[۸۶] می کنیم تعداد چگالی به اشاره ای ابتدا انرژی-تکانه تانسور به پرداختن از قبل است. همراه

تعداد چگالی نشان دهنده µ = ۰ مولفه  بنابراین می باشد چاربردار تعداد چگالی Nµ که کنیم فرض
تعداد چگالی می خواهیم حال می دهد. نشان را xi جهت در ذرات شار نیز، µ = iمولفه های و است ذرات
ایجاب همسانگردی کنیم. تعیین همراه ناظر یک برای عالم همسانگردی و همگنی گرفتن نظر در با را
با برابر باید می کند) تغییر فضایی تبدیلات تحت (که N i مانند سه-برداری هر میانگین مقدار که می کند
تبدیلات تحت (که N۰ مانند سه-اسکالری هر میانگین مقدار که می کند ایجاب نیز همگنی و باشد صفر
همراه ناظر توسط شده اندازه گیری تعداد چگالی بنابراین باشد. زمان از تابعی باید نمی کند) تغییر فضایی

با است برابر

N۰ = n(t), N i = ۰, (۶۲ -۲)

چارچوب به نسبت که عمومی ناظر یک همچنین است. ویژه حجم در کهکشان ها تعداد n(t) آن در که
می باشد زیر چاربردار تعداد چگالی دارای است حرکت در ذرات میانگین سکون

Nµ = nUµ, (۶۳ -۲)

.Uµ ≡ dxµ

dτ داریم آن در که
شار دیورژانس با برابر باید تعداد چگالی تغییر نرخ باشد، پایسته ذرات تعداد اگر که است آن مهم نکته 

می شود زیر ۲ پیوستگی معادله  به منجر نکته این مینکوفسکی فضای در باشد. ذرات

∂۰N
۰ = −∂iN i. (۶۴ -۲)

است اینگونه نیز آن نسبیتی شکل

∂µN
µ = ۰. (۶۵ -۲)

Continuity equation ۲ 4-Velocity ۱
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فضا- برای را پیوستگی معادله  می توانیم کنیم، استفاده هم وردا مشتق از جزئی مشتق جای به اگر حال
داریم بنابراین باشد. مختصات دستگاه انتخاب از مستقل که کنیم تعریف طوری خمیده زمان های

∇µNµ = ۰. (۶۶ -۲)

یعنی کنیم استفاده هم وردا مشتق تعریف از اگر حال

∇µAν = ∂µA
ν + ΓνµλA

λ, (۶۷ -۲)

داشت خواهیم دهیم، قرار پیوستگی معادله  در را آن و

∂µN
µ = −ΓµµλN

λ. (۶۸ -۲)

می آوریم دست به (۶۲ -۲) تعداد چگالی مولفه های جایگذاری با حال
dn

dt
= −Γµµ۰n = −۳ ȧ

a
n, (۶۹ -۲)

داشت خواهیم انتها در بنابراین ،Γ۰
۰۰ = ۰, Γii۰ = Γi۰i = ۳ ȧa داریم آن در که

ṅ

n
= −۳ ȧ

a
⇒ n(t) ∝ a−۳. (۷۰ -۲)

می یابد. کاهش ویژه، حجم افزایش با تعداد چگالی که می بینیم پس
اصل با توافق در که می کنیم تعیین را آن از شکلی و می گردیم باز انرژی-تکانه تانسور به دوباره
T۰۰ آن در که می کنیم تجزیه را آن متفاوت مولفه های تانسور، این از بهتر درک برای باشد. کیهان شناختی
دهنده  نشان  آن ها فیزیکی مفهوم ترتیب به و است سه-تانسور نیز Tij و سه-بردار Ti۰, T۰j سه-اسکالر،
از مستقل انرژي چگالی همگن، جهان در است. تنش تانسور و تکانه چگالی انرژي، شار انرژي، چگالی
مقادیر که می شود باعث نیز عالم همسانگردی همچنین .T۰۰ = ρ(t) است زمان از تابعی و بوده مکان
عالم همسانگردی سرانجام .Ti۰ = T۰j = ۰ شود صفر با برابر همراه چارچوب در سه-بردار میانگین
چون و شود δij با متناسب ،x = ۰ نقطه  حول ، Tij تنش تانسور مانند سه-تانسوری هر که می شود باعث

داریم بنابراین ،a۲δij با است برابر gij متریک نقطه، این در

Tij(x = ۰) ∝ δij ∝ gij(x = ۰). (۷۱ -۲)

مولفه های بنابراین باشد. زمان از تابعی باید تناسب این که می کند ایجاب دیگر بار نیز همگنی همچنین
زیراند قرار به انرژی-تکانه تانسور

T۰۰ ≡ ρ(t), Ti۰ ≡ πi = ۰, Tij = P (t)gij(t,x). (۷۲ -۲)
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[۱۸] با است برابر همراه چارچوب در کامل سیال یک برای انرژي-تکانه تانسور ماتریسی شکل بنابراین

Tµν = gµλTλν =



−ρ ۰ ۰ ۰

۰ P ۰ ۰

۰ ۰ P ۰

۰ ۰ ۰ P


. (۷۳ -۲)

تکانه و انرژی مینکوفسکی، فضای در کنیم. بررسی را چگالی و فشار متغیرهای تحول و بیاییم حال
چگالی تحول طرفی از .ρ̇ = −∂iπi یعنی می کند ارضا را پیوستگی معادله  انرژی، چگالی می مانند. پایسته
تانسور برای می توانیم بقا قوانین از می باشد. π̇i = ∂iP که معنی این به می کند ارضا را اویلر معادله تکانه،

داریم صورت آن در که کنیم استفاده انرژي-تکانه

∂µT
µ
ν = ۰. (۷۴ -۲)

دست عام نسبیت در پیوستگی معادله  شکل به فوق رابطه  در جزئی مشتق با هم وردا مشتق جایگزینی با که
یافت خواهیم

∇µTµν = ۰. (۷۵ -۲)

می شود محاسبه زیر رابطه  از دو مرتبه  با تانسوری روی بر هم وردا مشتق حاصل طرفی از

∇µT σν = ∂µT
σ
ν + ΓσµλT

λ
ν − ΓλµνT

σ
λ. (۷۶ -۲)

به زیر شکل به انرژي چگالی تحول ν = ۰ ازای به انرژي-تکانه تانسور روی بر هم وردا مشتق اعمال با
دست می آید

∂µT
µ
۰ + ΓµµλT

λ
۰ − Γλµ۰T

µ
λ. (۷۷ -۲)

که داشت خواهیم بنابراین می کند صفر را T i۰ مولفه  همسانگردی، شرط چون و
dρ

dt
+ Γµµ۰ρ− Γλµ۰T

µ
λ = ۰. (۷۸ -۲)

Γλµ۰ = ۰ کریستوفل نماد حاصل رو ازین برابراند. هم با پس هستند، فضایی µ و λ اندیس های چون
داشت خواهیم انتها در بنابراین .Γi i۰ = ۳ ȧa داریم طرفی از و می باشد

ρ̇+ ۳ ȧ
a
(ρ+ P ) = ۰. (۷۹ -۲)
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می دهد. نشان کیهان شناسی در را بقا قانون که چرا است برخوردار خاصی اهمیت از فوق معادله 
بنویسیم w = P/ρ حالت معادله  اساس بر را فوق رابطه  کیهان شناسی در سیالات برای که است بهتر

ρ̇

ρ
= −۳(۱ + w)

ȧ

a
⇒ ρ ∝ a−۳(۱+w). (۸۰ -۲)

تابش و ماده ۲ -۳ -۲

ایفا ما جهان در مهمی نقش که تاریک انرژی و تابش ماده، مانند سیالات انواع بررسی به بخش این در
.[۸۷] می کنیم بررسی را تابش و ماده بخش این در و می پردازیم می کنند

معادله  ،|ρ| ≪ ρ است کوچکتر بسیار انرژی اش چگالی از آن فشار که سیال یک عنوان به ماده برای
داریم پس .(w = ۰) است صفر با برابر حالت

ρ ∝ a−۳. (۸۱ -۲)

افزایش V ∝ a۳ شتاب با فضا در منطقه یک حجم که می دهد نشان رابطه این در انرژی چگالی تغییر
می ماند. ثابت انرژی منطقه، آن در که می یابد

از شده تشکیل گاز یک برای بنابراین P = ۱
۳ρیعنی می باشد انرژی چگالی سوم یک فشار نیز تابش در

w = ۱
۳ با برابر آن حالت معادله و است غالب جنبشی انرژی به انرژی چگالی آن در که نسبیتی غیر ذرات

داریم و است

ρ ∝ a−۴. (۸۲ -۲)

ذرات انرژی سرخ به انتقال آن در پس V ∝ a۳ نمی شود، انبساط شامل تنها انرژی چگالی تغییر چون
دارد. E ∝ a−۱ شکل به رابطه  ای

تاریک انرژی ۳ -۳ -۲

عمده ای بخش که چرا کنیم بررسی نیز را تاریک انرژی باید تابش، و ماده بر علاوه عالم تحول بررسی برای
منفی تاریک انرژی فشار که آنجا از .[۸۹ ،۸۸] است شده تشکیل تاریک انرژی از ما کنونی جهان از

که داریم پس P = −ρ یعنی می باشد

ρ ∝ a۰. (۸۳ -۲)
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منبسط عالم در انرژی پس نمی کند تغییر انرژي چگالی چون و است ثابت مقداری انرژی چگالی رو ازین
شود. تولید باید شونده

منبسط جهان در که می شود نامیده ۱ خلا انرژی ثابت، انرژی چگالی برای مناسب کاندیدای یک
تانسور به منجر خلا انرژی کوانتومی، میدان نظریه  در می یابد. افزایش حجم با متناسب انرژي این شونده،

می شود زیر انرژی-تکانه

T (vac)
µν = −ρvacgµν . (۸۴ -۲)

می باشد. Pvac = −ρvac آن در که است فضا-زمان متریک با متناسب تانسور این
از بزرگ تر خیلی باید ،ρvac خلا انرژی اندازه که است آن در کوانتومی میدان نظریه  پیش بینی مشکل

است. آمده دست به کیهان شناختی مشاهدات از که باشد مقداری
ثابت این .[۸۹] شود زنده دوباره نیز Λ کیهان شناسی ثابت مفهوم که شد باعث تاریک انرژی مشاهده 
سمت به ندارد)، انقباض و انبساط آن در فضا که عالمی (یعنی ایستا جهان به رسیدن برای اینشتین توسط
یعنی است صادق نیز، انرژی-تکانه تانسور بقای آن در طرفی از و شد اضافه اینشتین میدان معادله  چپ

داریم بنابراین .∇µTµν = ۰

Gµν + Λgµν = ۸πGTµν . (۸۵ -۲)

کنیم تعریف زیر شکل به را (۸۴ -۲) معادله  برای می توانیم فوق رابطه  از استفاده با

T (Λ)
µν = − Λ

۸πGgµν ≡ ρΛgµν . (۸۶ -۲)

و می باشد w = −۱ شکل به حالت معادله  آن در که است سیال از حالتی کننده  توصیف تاریک انرژی
نمی تواند که است کوانتومی میدان نظریه  نقض این کند. تغییر نیز زمان با معادله این است ممکن حتی

.[۹۰] دهد توضیح را شده مشاهده خلا انرژی اندازه 
ثابت خلا، انرژی عبارات از بنابراین ندارد، وجود w = −۱ مقدار از انحراف برای نشانه ای هیچ چون

می کنیم. استفاده متناوب به طور تاریک انرژي و کیهان شناختی
ثابت این رصدی لحاظ از ولی [۹۱] می شود مربوط آن نظری بخش به کیهان شناختی ثابت مشکل
آنجاست مشکل تنها ولی دست آورد، به خوبی به را درون اش ستارگان قدیمی ترین سن و عالم سن توانست
مقدار که دید خواهیم ادامه در است. ذرات فیزیک مقیاس های از کوچک تر بسیار شده مشاهده مقادیر که

Vacuum energy ۱
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[۹۲] با است برابر خلا انرژي

ρΛ ≈ ۶× ۱۰−۱۰ Jm−۳. (۸۷ -۲)

دیگری واحدهای از باید داریم انتظار ذرات فیزیک مقیاس در که چیزی آن با فوق مقدار مقایسه  برای حال
از ،(J) ژول واحد از استفاده جای به کار این برای کنیم. استفاده است، مرسوم انرژی-بالا فیزیک در که

که داریم بنابراین می کنیم. استفاده ۱ eV ولت الکترون واحد

ρΛ ≈ (۱۰−۳eV )۴ (۸۸ -۲)

کوچک تر بسیار ذرات فیزیک در موجود مقیاس های از ،MΛ = ۱۰−۳eV خلا، انرژي مقدار آن در که
است.

فضا-زمان انحنای ۴ -۳ -۲

می باشد. فضا-زمان دینامیک خواستگاه عالم در انرژی و ماده چگونه که ببینیم می خواهیم بخش این در
می پردازیم اینشتین تانسور محاسبه  به ابتدا کار این برای

Gµν = Rµν −
۱
۲gµνR, (۸۹ -۲)

می کنیم یادآوری دوباره می باشند. ریچی اسکالر R = R µ
µ = gµνRµν و ریچی تانسور ،Rµν آن در که
می شود محاسبه زیر رابطه  از ریچی تانسور که

Rµν ≡ ∂λΓλµν − ∂νΓλµλ + ΓλλρΓ
ρ
µν − ΓρµλΓ

λ
νρ. (۹۰ -۲)

قراراند ازین ریچی تانسور صفر غیر مولفه های ،FLRW فضا-زمان برای فوق روابط محاسبه  با حال

R۰۰ = −۳ ä
a
, (۹۱ -۲)

Rij =

[
ä

a
+ ۲

(
ȧ

a

)۲
+ ۲ k

a۲R۲
۰

]
gij . (۹۲ -۲)

باشد. توافق در عالم همگنی و همسانگردی با باید که چرا است Rij ∝ gij فوق، رابطه  در که کنید توجه
۱J ≈ ۶٫۲ × ۱۰۱۸eV, ℏc۲ ≈ ۲٫۰ × ۱۰−۷eV m ۱
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داشت خواهیم و آوریم دست به نیز را ریچی اسکالر می توانیم ریچی تانسور آوردن دست به با حال

R = gµνRµν

= −R۰۰ +
۱
a۲Rii =

۶
c۲

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)۲
+

k

a۲R۲
۰

]
. (۹۳ -۲)

قراراند ازین Gµν = gµλGλν اینشتین تانسور صفر غیر مولفه های بنابراین

G۰
۰ = −۳

[(
ȧ

a

)۲
+

k

a۲R۲
۰

]
(۹۴ -۲)

Gij = −
[
۲ ä
a
+

(
ȧ

a

)۲
+

k

a۲R۲
۰

]
δij . (۹۵ -۲)

فریدمان معادلات ۵ -۳ -۲

G۰
۰ = ۸πGT ۰

۰ = −۸πGρ از ابتدا کار این برای مهیاست، اینشتین تانسور محاسبه برای چیز همه حال
می رسیم فریدمان اول معادله به کار این با که می کنیم استفاده

(
ȧ

a

)۲
=

۸πG
۳ ρ− k

a۲R۲
۰
, (۹۶ -۲)

مقیاس ضریب تحول بنیادی معادله  این است. عالم در انرژی چگالی توزیع جمع دهنده  نشان ρ آن در که
می دهد. نشان را a(t)

که می شود فریدمان معادله  دومین به منجر ،Gij = ۸πGT ij اینشتین، معادله فضایی بخش همچنین
است معروف نیز ۱ ریچادوری معادله  به

ä

a
= −۴πG

۳ (ρ+ ۳P ). (۹۷ -۲)

پیوستگی معادله  از بااستفاده و (۹۶ -۲) فریدمان اول معادله  از زمانی مشتق گرفتن با می توانیم را فوق معادله 
آوریم. دست به نیز ρ̇ برای (۷۹ -۲)

می نویسیم زیر شکل به را فریدمان اول معادله  ،H ≡ ȧ
a هابل پارامتر گرفتن نظر در با حال

H۲ =
۸πG

۳ ρ− k

a۲R۲
۰
. (۹۸ -۲)

Raychaudhuri equation ۱
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بحرانی چگالی پارامتر می توانیم ،k = ۰ یعنی بگیریم نظر در تخت فضایی، نظر از را جهان اگر حال
[۹۲] کنیم تعریف زیر شکل به کنونی مان جهان برای را

ρcrit,۰ =
۳H۲

۰
۸πG = ۱٫۹× ۱۰−۲۹ h۲ grams cm−۳

= ۲٫۸× ۱۰۱۱ h۲ M⊙Mpc−۳

= ۱٫۱× ۱۰−۵ h۲ protons cm−۳.

(۹۹ -۲)

دست می آوریم به اینگونه را چگالی بعد بدون پارامتر بنابراین

Ωi,۰ ≡
ρi,۰
ρcrit,۰

, i = r,m,Λ, . . . . (۱۰۰ -۲)

کنیم بازنویسی را (۹۸ -۲) فریدمان معادله  می توانیم پارامتر این تعریف با

H۲

H۲
۰
= Ωra

−۴ +Ωma
−۳ +Ωka

−۲ +ΩΛ, (۱۰۱ -۲)

پارامتر اگر که کنید توجه می شود. تعریف Ωk ≡ −k/(R۰H۰)۲ شکل به انحنا چگالی پارامتر آن در که
بود. خواهد منفی انحنا چگالی پارامتر باشد، مثبت مقداری k انحنا

a(t۰) ≡ ۱ گرفتن نظر در با کنونی مان زمان برای (۱۰۱ -۲) فریدمان معادله  سمت دو هر محاسبه  با حال
داریم

۱ = Ωr +Ωm +ΩΛ︸ ︷︷ ︸
≡Ω۰

+Ωk. (۱۰۲ -۲)

می نویسیم زیر شکل به را انحنا پارامتر بنابراین

Ωk = −
k

(R۰H۰)۲
= ۱− Ω۰. (۱۰۳ -۲)

با تا است (۱۰۱ -۲) فریدمان معادله  در موجود پارامترهای اندازه گیری کیهان شناسی، در مهم کار یک
کنیم. تعیین را عالم ترکیب بتوانیم آن از استفاده

فریدمان معادله  دقیق حل ۶ -۳ -۲

حدی تا که تقریب هایی گرفتن نظر در با را فریدمان خطی غیر دیفرانسیلی معادله  می خواهیم بخش این در
کنیم. حل هست، واقع جهان با سازگار
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از که داریم تخت جهان یک که می کنیم فرض می دهیم. قرار بررسی مورد را مولفه ای تک جهان ابتدا
سیال این مثال عنوان (به است شده پر سیال یک با تنها و (k = ۰) است صفر انحنای دارای فضایی نظر
با را (۱۰۱ -۲) فریدمان معادله  می توانیم حال خلا). انرژی نهایت در و ماده سپس باشد، تابش می تواند

کنیم بازنویسی زیر شکل به wi حالت معادله  از استفاده

ȧ

a
≈ H۰

√
Ωia

− ۳
۲ (۱+wi). (۱۰۴ -۲)

یافت خواهیم دست مقیاس ضریب زمانی وابستگی به فوق، معادله  از انتگرال گیری با حال

a(t) ∝


t

۲
۳ (۱+wi) wi ̸= −۱


t

۲
۳ ماده-غالب

t
۱
۲ تابش-غالب

eH۰
√
ΩΛt wi = −۱ لاندا-غالب

. (۱۰۵ -۲)

می شود. تعریف زیر شکل به نیز همدیس زمان اساس بر مقیاس ضریب وابستگی همچنین

a(η) ∝


η۲/(۱+۳wi) wi ̸= −۱


η۲ ماده-غالب

η تابش-غالب

(−η)−۱ wi = −۱ لاندا-غالب

. (۱۰۶ -۲)

می شود زیر رابطه  به منجر فریدمان معادله  حل باشد شده تشکیل ماده  از تنها جهان که حالتی در

a(t) =

(
t

t۰

) ۲
۳
. (۱۰۷ -۲)

H۰ هابل ثابت از استفاده با می توانیم ،[۹۳] است معروف ۱ اینشتین-دوسیته جهان به که فرضی چنین با
داریم بنابراین یابیم، دست جهان سن به

H۰ =
۲
۳

۱
t۰
. (۱۰۸ -۲)

دهیم قرار فوق رابطه  در را ،[۹۴] H۰ ≈ ۷۰kms−۱Mpc−۱ یعنی هابل ثابت شده  مشاهده  مقدار اگر حال
می یابیم دست حاضر عصر در جهان سن به

t۰ =
۲
۳H

−۱
۰ ≈ ۹× ۱۰۹ yrs. (۱۰۹ -۲)

Einstein-de Sitter universe ۱
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مشکل این رفع به ادامه در است. عالم در شده کشف ستاره ی قدیمی ترین سن از کوچک تر مقدار این که
پرداخت. خواهیم

تنها و است wk = −۱
۳ صورت این در که بگیریم نظر در آن انحنای عبارت با تنها را جهان می توانیم

برابر معادله جواب بنابراین باشد، k = −۱ آن در که است سازگار تقریب این با فریدمان معادله  حالتی در
یا است

a(t) =
t

t۰
. (۱۱۰ -۲)

.[۹۶ ،۹۵] است معروف ۱ میلن جهان به تقریب این با شده توصیف جهان
گرفتن نظر در هم آن و دارد وجود مولفه ای تک جهان تقریب با فریدمان معادله  حل برای دیگری حالت
حل این اما است. معروف دوسیته فضای به حالت این که می باشد wΛ = −۱ و Λ کیهان شناسی ثابت
شکل به چگالی و کرده میل صفر به مقیاس ضریب می شود باعث (که t = ۰ نقطه  در تکینگی دلیل به
تک جهان برای ممکن حالت های تمامی بنابراین نمی باشد. خوبی و مناسب تقریب شود) واگرا ρ ∝ t−۲

کردیم. بیان را مولفه ای
تلفیق از بخش این در است معلوم که همانطور دهیم قرار بررسی مورد را مولفه ای دو جهان بیاییم حال
حل برای کردیم اشاره قبلا که همانطور دهید اجازه می کنیم. استفاده فریدمان معادله  حل برای سیال دو
زمان به نسبت مشتق عنوان به پرایم علامت از بهره گیری با کنیم. استفاده η همدیس زمان از معادله این
شکل های به (۹۷ -۲) فریدمان دوم و (۹۶ -۲) اول معادلات ،ä = a′′/a۲ و ȧ = a′/a تعاریف و همدیس

می شوند بازنویسی زیر

(a′)۲ +
k

R۲
۰
a۲ =

۸πG
۳ ρa۴, (۱۱۱ -۲)

a′′ +
k

R۲
۰
a =

۴πG
۳ (ρ− ۳P )a۳. (۱۱۲ -۲)

با است برابر کل چگالی بنابراین باشد شده تشکیل تابش و ماده از جهان که می کنیم فرض ابتدا

ρ ≡ ρm + ρr =
ρeq
۲

[(
aeq
a

)۳
+

(
aeq
a

)۴]
, (۱۱۳ -۲)

رابطه  در تابش که (چرا است ρr − ۳Pr = ۰ که آنجا از است. ماده-تابش برابری نشان دهنده  eq زیروند
و است ثابت ،ρma۳ = ۱

۲ρeqa
۳
eq چون آن بر علاوه و نمی شود) توزیع چشمه، عبارت عنوان به (۱۱۲ -۲)

Milne universe ۱
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بنویسیم اینگونه می توانیم را (۱۱۲ -۲) رابطه  پس می باشد k = ۰

a′′ =
۲πG

۳ ρeqa
۳
eq. (۱۱۴ -۲)

می رسیم زیر جواب به فوق معادله  حل با

a(η) =
πG

۳ ρeqa
۳
eqη

۲ + Cη +D, (۱۱۵ -۲)

با همچنین و D = ۰ و a(η = ۰) ≡ ۰ شرط دو از استفاده با انتگرال اند. ثابت های D و C آن در که
می آوریم دست به را C ضریب ،(۱۱۱ -۲) رابطه  در (۱۱۵ -۲) و (۱۱۳ -۲) معادلات جایگذاری

C =

(
۴πG

۳ ρeqa
۴
eq

) ۱
۲
. (۱۱۶ -۲)

می آید در زیر شکل به (۱۱۵ -۲) معادله  نهایی جواب بنابراین

a(η) = aeq

[(
η

η∗

)۲
+ ۲

(
η

η∗

)]
, (۱۱۷ -۲)

می شود تعریف زیر شکل به η∗ آن در که

η∗ ≡
(
πG

۳ ρeqa
۴
eq

)− ۱
۲
=

ηeq√
۲− ۱

. (۱۱۸ -۲)

حد به η ≫ ηeq برای و a ∝ η یعنی می رسیم ۱ تابش-غالب حد به باشد η ≪ ηeq که حالتی برای
یافت. خواهیم دست a ∝ η۲ یعنی ۲ ماده-غالب

باور تاریک، انرژي کشف از قبل باشد. فضایی انحنای و ماده شامل جهان که کنیم فرض بیاییم حال
فضایی انحنای به واسطه  جهان این که بود غالب عالم بر فشار بدون ماده ای متاخر، عصر در که بود آن بر
مه رمب با و کرده رمبش دوباره عالم صورت، این در باشد، مثبت جهان انحنای اگر می شود. مشخص آن

یابد. می انبساط همیشه برای جهان منفی، انحنای با که  حالی در .[۷۹] می یابد خاتمه ۳

را (۱۱۲ -۲) و (۱۱۱ -۲) فریدمان معادله  دو ،H ≡ a′/a شکل به همدیس هابل پارامتر تعریف با
می کنیم بازنویسی

H۲ +
k

R۲
۰
=

۸πG
۳ ρma

۲, (۱۱۹ -۲)
dH
dη

= −۴πG
۳ ρma

۲. (۱۲۰ -۲)

Big crunch ۳ Matter-dominated ۲ Radiation-dominated ۱
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می شود زیر رابطه به منجر آن، در ρm وابستگی حذف و فوق معادله  دو ترکیب با

۲dH
dη

+H۲ +
k

R۲
۰
= ۰. (۱۲۱ -۲)

H̃ ≡ R۰H شکل به را هابل پارامتر همچنین و کرده استفاده θ ≡ η/R۰ بعد بدون زمان مختصه  از اگر حال
می کنیم بازنویسی اینگونه را فوق معادله آنگاه کنیم تعریف

۲dH̃
dθ

+ H̃۲ + k = ۰. (۱۲۲ -۲)

می یابیم دست زیر جواب های به دیفرانسیلی معادله این حل با

H̃(θ) = ۱
a

da

dθ
=



cot( θ۲) k = +۱

θ
۲ k = ۰

coth( θ۲) k = −۱

. (۱۲۳ -۲)

می رسیم مقیاس ضریب تحول به فوق رابطه  از انتگرال گیری با همچنین

a(θ) = A



sin۲( θ۲) k = +۱

θ۲ k = ۰

sinh۲( θ۲) k = −۱

, (۱۲۴ -۲)

بده را فیزیکی و همدیس زمان بین رابطه  می توانیم (۱۲۴ -۲) از استفاده با است. انتگرال ثابت A آن در که
داشت خواهیم صورت این در آوریم. ست

t = R۰

∫
a(θ)dθ =

R۰A

۲



θ − sin(θ) k = +۱

θ۳ k = ۰

sinh(θ)− θ k = −۱

. (۱۲۵ -۲)

می کند. تعیین پارامتری شکل به را a(t) ،(۱۲۵ -۲) و (۱۲۴ -۲) معادله  دو
می آید بدست زیر فریدمان معادله  از مثبت، انحنای با جهانی حداکثری انبساط

H۲

H۲
۰
=

Ω۰
a۳ +

۱− Ω۰
a۲ . (۱۲۶ -۲)
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داریم بنابراین ،H(t) = ۰ باشد، صفر باید جهان انبساط نرخ ،۱ بازگشتی نقطه  حول که

amax =
Ω۰

Ω۰ − ۱ , (۱۲۷ -۲)

A = Ω۰
|Ω۰−۱| با برابر باید (۱۲۵ -۲) و (۱۲۴ -۲) روابط در A انتگرال ثابت که می دهد نشان رابطه این که

باشد.
صورت این در بگیریم، نظر در فضایی انحنای و کیهان شناسی ثابت عبارات با را جهان بیاییم حال

می شود نوشته اینگونه فریدمان معادله 

H۲ =
Λ

۳ −
k

a۲R۲
۰
, (۱۲۸ -۲)

می آیند در زیر شکل به فوق معادله  جواب های ،Λ > ۰ ازای به که

a(t) = A



cosh(αt) k = +۱

exp(αt) k = ۰

sinh(αt) k = −۱

, (۱۲۹ -۲)

این در که داریم جواب k = −۱ حالت برای تنها ،Λ < ۰ فرض با همچنین است. α ≡√
Λ/۳ آن در که

یعنی [۹۷] می یابیم دست ۲ ضد-دوسیته فضای به صورت

a(t) = A sin(αt). (۱۳۰ -۲)

است. شده تعریف α ≡√
−Λ/۳ آن در که

مثبت کیهان شناسی ثابت و ماده با را تخت جهانی فریدمان، معادله  حل برای تقریب آخرین عنوان به
شکل به شرط این با فریدمان معادله  است. مناسب کنونی مان جهان برای تقریب این که می گیریم نظر در

می شود نوشته زیر

H۲

H۲
۰
=

Ωm

a۳ +ΩΛ, (۱۳۱ -۲)

یافت خواهیم دست زیر جواب به معادله این حل با است. Ωm +ΩΛ = ۱ آن در که

a(t) =

(
Ωm
ΩΛ

)۱/۳
sinh۲/۳

(
۳
۲αt

)
, (۱۳۲ -۲)

Anti-de Sitter space ۲ Turn-around point ۱
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عالم سن می توانیم صورت این در بگیریم، نظر در a(t۰) ≡ ۱ اگر حال می باشد. α ≡ √ΩΛH۰ آن در که
آوریم دست به زیر رابطه  از را

t۰ =
۲

۳
√
ΩΛH۰

sinh−۱
(√

ΩΛ

Ωm

)
, (۱۳۳ -۲)

سن ،ΩΛ = ۰٫۶۸ و Ωm = ۰٫۳۲ یعنی کیهان شناسی پارامترهای شده  مشاهده مقادیر جایگذاری با که
می آید دست به عالم

t۰ = ۰٫۹۶H−۱
۰ ≈ ۱۴× ۱۰۹ yrs, (۱۳۴ -۲)

می کند. حل را اینشتین-دوسیته جهان در آمده وجود به مشکل حل این که

ما جهان ۴ -۲

یکی کنیم. اشاره هستند، ضروری عالم توصیف در که پارامترهایی به می خواهیم فصل این پایانی بخش در
به داده های طبق می باشد. فوتون چگالی است، شده اندازه گیری دقیق به طور که مهم کمیت های این از
زیر مقدار به ۲ کیهانی پس زمینه ی تابش از سیاه جسم طیف دمای ،[۹۸] ۱ کوبی ماهواره از آمده دست

است

T۰ = (۲٫۷۲۶۰± ۰٫۰۰۱۳)K. (۱۳۵ -۲)

دست آوریم به را متاخر فوتون های انرژی چگالی و تعداد چگالی می توانیم دما این با

nγ,۰ = ۰٫۲۴×
(
KBT۰

ℏ

)۳
≈ ۴۱۰ photons cm−۳ (۱۳۶ -۲)

ργ,۰ = ۰٫۶۶× (KBT۰)۴

ℏ۳ ≈ ۴٫۶× ۱۰−۳۴ g cm−۳, (۱۳۷ -۲)

بحرانی، چگالی از استفاده با می توانیم می باشد. پلانک ثابت و بولتزمان ثابت ترتیب به ℏ و KB آن در که
کنیم بازنویسی شکل بدین را فوتون ها چگالی

Ωγ ≈ ۵٫۳۵× ۱۰−۵. (۱۳۸ -۲)
Cosmic microwave background ۲ COBE Satellite ۱
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است. شده پر نیز (۱ کیهانی پس زمینه نوترینوهای (یا متاخر نوترینوهای تابش با جهان فوتون ها، از غیر به
چگالی می باشد، متاخر فوتون های ۶۸٪ انرژی شان چگالی که نوترینو ها بودن نسبیتی به توجه با بنابراین

می باشد زیر مقدار به نیز تابش کل چگالی و است Ων ≈ ۳٫۶۴× ۱۰−۵ با برابر نوترینوها

Ωr = ۸٫۹۹× ۱۰−۵. (۱۳۹ -۲)

می شوند تبدیل نسبیتی غیر ذرات به متاخر زمان  در می باشد، کم بسیار نوترینوها جرم واقعیت در که آنجا از
چگالی اخیر،این مشاهدات با بنابراین می شود، فوتون ها آن به نسبت چگالی شان افزایش باعث خود این که
حد و نوتریتو نوسان آزمایشات در چگالی این پایین حد می شود. تعریف ۰٫۰۰۱۲ < Ων < ۰٫۰۰۳ بازه  در

است. آمده دست به کیهان شناسی از آن بالا ی
زاویه ای قطری فاصله  تغییر باعث انحنا، می باشد. فضایی انحنای کیهان شناسی، دیگر مهم پارامتر یک
مشاهده ثابت، فیزیکی مقیاس آن در که زاویه ای تغییر با خود این که می شود، ۲ پراکندگی آخرین سطح به
فضایی انحنای از مقدار هر برای بالا حد که می دهند پیشنهاد مشاهدات بنابراین می افتد. اتفاق است،  شده

شود تعریف زیر شکل به

|Ωk| < ۰٫۰۰۵, (۱۴۰ -۲)

انحنا مقیاس روی بر که پایینی حد عنوان به می تواند قید این می باشد. Ωk ≡ −k/(R۰H۰)۲ آن در که
شود. نوشته نیز می گذاریم R۰ > ۱۴H−۱

۰

در که نوری، شیمیایی عناصر فراوانی بر باریون ها که چرا دارد ویژه ای اهمیت نیز باریون ها چگالی
نشان مه بانگ ۳ هسته زایی و کیهانی پس زمینه  تابش مشاهدات می گذارد. اثر است، شده تولید مه بانگ

می دهد

Ωb ≈ ۰٫۰۵. (۱۴۱ -۲)

با است برابر حاضر عصر در باریون ها تعداد چگالی بنابراین  

nb,۰ ≈
ρb,۰
mpc۲

=
Ωbρcrit,۰
mp

≈ ۰٫۳× ۱۰−۶ cm−۳. (۱۴۲ -۲)

می آوریم دست به را فوتون به باریون  نسبت ،(۱۳۶ -۲) فوتون ها چگالی با فوق رابطه مقایسه  با

η ≡ nb
nγ
≈ ۶× ۱۰−۱۰. (۱۴۳ -۲)

Nucleosynthesis۳ Last scattering surface ۲ Cosmic neutrino background ۱
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با است برابر تاریک ماده  چگالی که است تاریک ماده  شکل به کنونی مان جهان ماده  بیشتر همچنین

Ωc ≈ ۰٫۲۷. (۱۴۴ -۲)

wcمی باشد. ≈ −۱ حالت معادله  با سرد شکل به تاریک ماده  می کنیم فرض ما که است این c زیروند دلیل
می دهد شکل را عالم ماده کل چگالی تاریک، ماده  چگالی و باریون ها چگالی مجموع حال

Ωm = ۰٫۳۲. (۱۴۵ -۲)

در که می کند ایفا ماده چگالی به نسبت را مهم تری نقش تابش چگالی برمی گردیم، قبل تر زمان به هرچه
می شود تعریف زیر شکل به ماده-تابش برابری در مقیاس ضریب حالت این

aeq =
Ωr
Ωm

= ۲٫۹× ۱۰−۴, (۱۴۶ -۲)

است. zeq = ۳۴۰۰ با برابر سرخ به انتقال آن، با مطابق که
شتاب باعث خود انرژی این که است تاریک انرژی شکل به نیز عالم انرژی چگالی بیشتر همچنین
چگالی این مقدار نزدیک.) ابرنواختر های ظاهری درخشش به توجه (با می شود. کنونی مان عالم انبساط

می شود تعریف زیر شکل به نیز

ΩΛ ≈ ۰٫۶۸, (۱۴۷ -۲)

برابری در مقیاس ضریب همچنین باشد. wΛ ≈ −۱ با برابر که می رسد نظر به حالت معادله  آن در که  
است قرار ازین تاریک ماده-انرژی

amΛ =

(
Ωm
ΩΛ

)
= ۰٫۷۷, (۱۴۸ -۲)

می باشد. zmΛ = ۰٫۳ با برابر سرخ به انتقال آن با مطابق که
می یابیم دست مقیاس ضریب و زمان بین رابطه  به فریدمان، معادله ی از انتگرال گیری با همچنین

H۰t =

∫ a

۰

da√
Ωra−۲ +Ωma−۱ +ΩΛa۲ +Ωk

. (۱۴۹ -۲)

می رسیم عالم سن به فوق انتگرال حل با آنگاه بگیریم نظر در یک با برابر را مقیاس ضریب اگر

t۰ = ۱۳٫۸Gyrs. (۱۵۰ -۲)
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و ماده-تابش برابری زمان ،amΛ = ۰٫۷۷ و aeq = ۲٫۹ × ۱۰−۴ مقادیر گرفتن نظر در با همچنین و
می شوند زیر مقادیر با برابر ترتیب به تاریک ماده-انرژی

teq = ۵۰۰۰۰ yrs, (۱۵۱ -۲)

tmΛ = ۱۰٫۲Gyrs. (۱۵۲ -۲)

مشکل، این چرایی به که است دوره این در ماده بزرگی مرتبه  هم  تاریک انرژی چگالی حاضر عصر در
پایین سرخ به انتقال در زمان بیشتر که می دهد نشان بالا زمانی مقیاس های می شود. گفته ۱ انطباق مسئله

است. شده سپری ماده-غالب عصر در

 نتیجه گیری

بر سعی فصل این در کردیم، معرفی عام نسبیت توصیف برای ۱ فصل در که ریاضیاتی ای زیربنای به توجه با
به مفصل به طور ابتدا ،۱ -۲ بخش در برسیم. کیهان شناختی مفاهیم درک به بتوانیم تا کرده آن ها از استفاده
شدیم. آشنا کار این برای FLRW متریک با سپس و پرداختیم عالم توصیف برای فضا-زمان هندسه بررسی
یا ذره یک حرکت مسیر همان یا ژئودزی محاسبه به ،FLRW متریک از استفاده با توانستیم ،۲ -۲ بخش در
کرده بررسی تفصیل به را سرخ به انتقال پارامتر نیز ادامه در برسیم. FLRW فضا-زمان بستر در جسم یک

کردیم. توصیف را فاصله مفهوم بخش، این انتهای در و
و FLRW متریک از استفاده با و پرداختیم اینشتین میدان معادله بررسی به کامل به طور ،۳ -۲ بخش در
سپس و دست یافتیم ریچادوری و فریدمان معادلات به انرژی-تکانه تانسور برای کامل سیال گرفتن نظر در
مشاهداتی، و رصدی داده های از استفاده با نیز فصل این پایان در آوردیم. دست به را معادلات این دقیق حل
کردیم. محاسبه کنونی مان عالم برای را کردیم استخراج قبل بخش های در که کیهان شناختی ای پارامترهای

Coincidence problem ۱



۳ فصل

متریک-پالاتینی دوگانه گرانش

پرداخت خواهیم برنز-دیکی) نظریه (مانند گرانشی یافته تعمیم  نظریات از دیگری دسته یک به فصل این در
از دوگانه نوع می کنیم. استفاده f(R) پالاتینی تصحیحی جمله از هیلبرت-اینشتین جمله جای به آن در که
روش های از ، [۶۳] پالاتینی پس زمینه در که می گیرد نشات جایی از کلی به طور یافته، تعمیم گرانش نظریه
.[۶۴] دارد کوانتومی غیراختلالی هندسه های به جالبی ارتباط که می کنیم استفاده اختلالی کوانتیده سازی
ارائه دینامیکی اسکالر میدان از استانداری غیر اسکالر-تانسوری نمایش یک متریک-پالاتینی، نظریات
اسکالر- نظریات به فصل، این ابتدای در ندارد. وجود میدان بودن جرم دار به احتیاجی آن در که می دهند
واکاوی مورد را جوردن و اینشتین چارچوب های تفاوت و همدیس تبدیلات آن در و می پردازیم تانسوری

کرد. خواهیم بررسی را متریک-پالاتینی دوگانه گرانش معادلات و کنش سپس می دهیم. قرار

همدیس تبدیلات و اسکالر-تانسوری نظریات ۱ -۳

همدیس تبدیلات ۱ -۱ -۳

شده تعریف علامتی هر با gab متریک آن در که می گیریم نظر در بعدی n منیفلد یک عنوان به را M
تحت که می شود گفته ،g̃ab = Ω۲gab متریک به آنگاه باشد، مثبت اکیداً و هموار تابع یک Ω اگر است.
مرتبط عموماً همدیس،  تبدیل که کرد نشان خاطر باید .[۴۳ ،۴۲] می باشد gab متریک ۱ همدیس تبدیل
آن در که ψ : M → Mهموارریخت یک واقع در که گفت (باید هموارریختMنیست. نگاشت با

Conformal transformation ۱

۷۹
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در همدیس تبدیلات است.) معروف ۱ همدیس ایزومتری یا همسنجی به می باشد، (ψ⋆g)ab = Ω۲gab

و مشتق عملگر .۲ مجانبی تختی مبحث در به خصوص می شوند ظاهر عام نسبیت بخش های از بعضی 
استنتاج به بخش این در مرتبط اند. ،gab متریک ها، از دست این با ساده ای نسبتاً طریق به g̃ab متریک انحنای

می پردازیم. روابط این
به نسبت va بردار می گوییم و است لورنتسی متریک یک gab مورد، این در که کنیم توجه باید ابتدا
g̃ab متریک به نسبت مشابه  ای خاصیت اگر تنها و اگر است پوچ یا و فضاگونه زمان گونه، یک gab متریک
طرف از هستند. یکسانی ۳ علٌی ساختار دارای (M, g̃ab) و (M, gab) صورت این در آنگاه کند. ارضا را
آنگاه باشند، داشته تلاقی هم با p ∈M نقطه در g̃ab و gab لورنتسی متریک های نوری مخروط دو اگر دیگر،

.g̃ab = Ω۲gab که معنی این به باشد gab از مضربی باید g̃ab ،p نقطه در
ta ± xai آنگاه باشد، gab از راست هنجاری پایه ta, xa۱, . . . , xan−۱ که کنید فرض گزاره، این اثبات برای
است عمود xai و ta ،g̃ab به نسبت می دهد نشان که است، صفر g̃ab به نسبت رو ازین و gab به نسبت
i ̸= j ازای به g̃ab + ۲− ۱

۲ (xai + xaj ) که است این واقعیت می باشند. یکسان اندازه دارای نرم هایشان و
ثابت، مضرب یک از نظر صرف با بنابراین است. عمود xaj به xai که می دهد نشان رو ازین می باشد، صفر
(M, g̃ab) و (M, gab)فضا-زمان های چون بنابراین است. g̃ab از راست هنجاری پایه یک ta, xa۱, . . . , xan−۱

مرتبط gab به همدیس تبدیل یک به واسطه می تواند g̃ab متریک پس می باشند، یکسانی علّی ساختار دارای
شود.

به باید را یک کدام ،gab یا g̃ab متریک های بین که گفت نمی توان دقیقاً موقعیت، این در که جایی آن از
باید بنابراین گرفت، نظر در برد) پائین یا بالا را اندیس هایش بتوان (یعنی باشد ادغام قابل که متریکی عنوان
این در پس باشد. ادغام قابل فرمول ها،  و روابط تمامی در که انتخاب کنیم را متریکی مشکل، این رفع برای
روشن .g̃ab داریم نحو همین به نیز g̃ab متریک برای و می دهیم نمایش gab با را gab متریک معکوس وضع
g̃ab با g̃ab که کنید توجه .g̃abg̃bc = gabgbc = δ ac که چرا می باشد g̃ab = Ω۲gab نیز بخش این در که است

نمی باشد. برابر است، شده ادغام اندیس هایش ،gab به واسطه که
مربوط مشتق عملگر را ∇̃a نحو همین به و بوده gab متریک برای ∇a مشتق عملگر که می کنیم فرض
همچنین و ∇cωb = ∇̃aωb − Ccabωc روابط طریق از ∇̃a و ∇a مشتق دو بین رابطه می نامیم. g̃ab به
عملگرهای نقش کردن معکوس با بنابراین می شوند. داده Ccab = ۱

۲g
cd{∇̃agbd + ∇̃bgab − ∇̃dgab}

تعریف کنیم)، ∇̃cωb = ∇aωb−Ccabωc شکل به Ccabرا که معنی این (به معادلاتمان در g̃ab a∇و مشتق
Causal structure ۳ Asymptotic flatness ۲ Conformal isometry ۱
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که درمی یابیم

Ccab =
۱
۲ g̃

cd{∇ag̃bd +∇bg̃ab −∇dg̃ab}. (۱ -۳)

داشت خواهیم ،∇agbc = ۰ یعنی متریک با سازگاری شرط وجود با

∇ag̃bc = ∇a(Ω۲gbc) = ۲Ωgbc∇aΩ, (۲ -۳)

می آوریم دست به رو ازین

Ccab = Ω−۱gcd{gbd∇aΩ+ gad∇bΩ− gab∇dΩ}

= ۲δc (a∇b) lnΩ− gabgcd∇b lnΩ, (۳ -۳)

است. شده نوشته Ω و gab اساس بر Ccab تانسور آن در که
بردار کرد. مقایسه می باشند، ∇̃a همچنین a∇و به نسبت که ژئودزی هایی با را (۳ -۳) معادله می توان
شده پارامتری آفین، شکل به ∇a مشتق عملگر به نسبت همچنین و می باشد γ ژئودزی بر مماس که va

می کند ارضا را زیر رابطه است،

va∇avb = ۰. (۴ -۳)

داریم رو ازین

va∇̃avb = va∇avb + vaCbacv
c = ۲vbvc∇c lnΩ− (gacv

avc)gbd∇b lnΩ. (۵ -۳)

پوچ ژئودزی مورد در اگرچه گرفت. نظر در ∇̃a به نسبت ژئودزی نمی توان را γ عمومی به طور بنابراین
نشده پارامتری آفین، شکل به اینجا در (که ژئودزی معادله همان واقع در (۵ -۳) معادله ،gacvavc یعنی

می باشد α = ۲vc∇c lnΩ آن در که تفاوت این با تنها است، زیر است)

(∇a∇b −∇b∇a)(fωc) = f(∇a∇b −∇b∇a)ωc, (۶ -۳)

∇a به نسبت پوچ ژئودزی های که معنی این به هستند. ناوردا همدیس، به طور پوچ ژئودزی های رو ازین
به واسطه

dλ̃

dλ
= cΩ۲, (۷ -۳)
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دسته آن به نسبت a∇-ژئودزی ها، برای λ آفین پارمتر با مرتبط ã∇-ژئودزی های برای ،λ̃ آفین پارامتر با
است. ثابت یک c آن در که منطبق  اند ∇̃a مشتق عملگرهای از

می شود داده زیر رابطه a∇با با مرتبط R d
abc انحنای و ∇̃a با مرتبط R̃ d

abc انحنای بین رابطه

R d
abc = ۰R d

abc − ۲ ۰∇[aC
d
b]c + ۲Cec[aCd b]e. (۸ -۳)

می آوریم دست به Cdab برای (۵ -۳) فرمول از استفاده با رو ازین

R̃ d
abc = R d

abc − ۲∇[aC
d
b]c + ۲Cec[aCdb]e

= R d
abc + ۲δd[a∇b]∇cΩ− fgdegc[a∇b]∇e lnΩ

+ ۲(∇[a lnΩ)δ
d
b]∇c lnΩ− ۲(∇[a lnΩ)gb]cg

df∇f lnΩ

− ۲gc[aδdb]gef (∇e lnΩ)∇f lnΩ,

(۹ -۳)

داریم d و b اندیس های کردن ادغام با حال

R̃ac = Rac(n− ۲)∇a∇c lnΩ− gacgde∇d∇e lnΩ

+ (n+ ۲)(∇a lnΩ)∇c lnΩ− (n− ۲)gacgde(∇d lnΩ)∇e lnΩ.
(۱۰ -۳)

داشت خواهیم g̃ac = Ω۲gac از استفاده با فوق معادله کردن ادغام با

R̃ = Ω−۲{R− ۲(n− ۱)gac∇a∇cΩ− (n− ۲)(n− ۱)gac(∇a lnΩ)∇e lnΩ}, (۱۱ -۳)

یعنی وایل تانسور تعریف از بنابراین می باشند. R̃ = g̃abR̃ab و R = gabRab آن در که

Rabcd = Cabcd +
۲

n− ۲(ga[cRd]b − gb[cRd]a)−
۲

(n− ۱)(n− ۲)Rga[cgd]b, (۱۲ -۳)

نمی کند تغییر متریک همدیس تبدیل تحت C d
abc که درمی یابیم

C̃ d
abc = C d

abc . (۱۳ -۳)

وجود C d
abc و C̃ d

abc تانسور اندیس های روی بر ادغام برای متفاوتی متریک های چون که کنید توجه (باید
داریم مثال، عنوان به دارند. بستگی اندیس ها موقعیت به شدیداً C d

abc و C̃ d
abc تانسور های برابری دارند،

برای مطلوبی نتیجه ،(۱۳ -۳) و (۱۰ -۳) معادلات (.Cabcd ≡ g̃deC̃
e

abc = Ω۲gdeC e
abc = Ω۲Cabcd

می کند. تغییر همدیس تبدیلات تحت چگونه انحنا که است گزاره این توصیف
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به را معادله  یک می پردازیم. هستند، متریک شامل که معینی معادلات همدیس ناوردایی به ادامه در
(که باشد داشته وجود s ∈ R عدد یک اگر تنها و اگر می گوییم ناوردا همدیس به طور ،Ψ میدان یک ازای
باشد داشته gab متریک با معادله این برای جواب یک Ψ که قسمی به است) معروف میدان همدیس وزن به
ازای به معادلات از بسیاری باشد. g̃ab = Ω۲gab متریک با معادله جواب یک Ψ̃ = Ω۲Ψ اگر تنها و اگر
برای همدیس تبدیلات تحت معادلات رفتار مطالعه و هستند ناوردا همدیس به طور فیزیکی، میدان های 

.[۴۲] است مهم ریاضیاتی اهداف از بسیاری
معادله که می دهیم نشان مثال، یک عنوان به

gab∇a∇bϕ = ۰, (۱۴ -۳)

ریمانی، متریک (در باشد. dimM = ۲ اگر نیست ناوردا همدیس طور به اسکالر میدان یک ازای به
معادله لورنتسی، متریک در و است خمیده فضا-زمان در لاپلاس معادله از طبیعی تعمیم ،(۱۴ -۳) معادله

داریم حال است.) جرم بدون کلاین-گوردون معادله همان ،(۱۴ -۳)

g̃ab∇̃a∇̃b(ϕ̃) = Ω−۲gab∇̃a[∇b(Ωsϕ)]

= Ω−۲gab[∇a∇b(Ωsϕ)− Ccab∇c(Ωsϕ)]

= Ωs−۲gab∇a∇bϕ+ (۲s+ n− ۲)Ωs−۳gab∇aΩ∇bϕ

+ sΩs−۳ϕgab∇a∇bΩ+ s(n+ s− ۳)Ωs−۴ϕgab∇aΩ∇bΩ. (۱۵ -۳)

می شود g̃ab∇̃a∇̃bϕ = ۰ می دهد نشان (۱۵ -۳) معادله ،s = ۰ انتخاب با و n = ۲ حالت در رو ازین
خاصی مقدار نکردن انتخاب و باشد n ̸= ۲ که حالتی در اگرچه باشد. gab∇a∇bϕ = ۰ اگر تنها و اگر
(۱۴ -۳) معادله بنابراین کنیم. صفر را gab∇a∇bϕ که کرد خواهیم صفر زمانی تنها را g̃ab∇̃a∇̃bϕ ،s برای

بعد. دو در مگر نیست ناوردا همدیس به طور
ناوردا همدیس به طور رو ازین و شده تصحیح ساده روش یک با معادله این ،n > ۱ ازای به اگرچه
انتخاب با می شود. aΩ∇bϕ∇حذف جمله ،(۱۵ -۳) معادله در ،s = ۱− n

۲ ازای به آنکه نخست می شود.
ازای به که درمی یابیم ،(۱۱ -۳) معادله در شده داده همدیس تبدیلات تحت ،R اسکالر انحنای رفتار و s
معادله در را ϕgab∇aΩ∇bΩ جمله و ϕgab∇a∇bΩ جمله ،(۱۴ -۳) معادله به αRϕ جمله افزودن ،n ̸= ۱

زیر معادله ،s = ۱ − n
۲ وزن با بنابراین شد. خواهند حذف باشد، α = − (n−۲)

۴(n−۱) آنکه شرط به ،(۱۵ -۳)
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شد خواهد ناوردا همدیس به طور

gab∇a∇bϕ−
n− ۲

۴(n− ۱)Rϕ = ۰, (۱۶ -۳)

داریم که )چرا
g̃ab∇̃a∇̃b −

n− ۲
۴(n− ۱)R̃

)[
Ω

۱−n۲ ϕ

]
= Ω

−۱−n۲
[
gab∇a∇b −

n− ۲
۴(n− ۱)R

]
ϕ. (۱۷ -۳)

کلاین- و لاپلاس معادلات خمیده هندسه برای ناوردایی تعمیم همدیس، به طور ،(۱۶ -۳) معادله رو ازین
می سازد. میسر تخت فضاهای در گوردون

یعنی هستند ناوردا بعد چهار در همدیس، به طور ماکسول معادلات که می دهیم نشان ادامه در

gac∇cFab = ۰,

∇[aFbc] = ۰,
(۱۸ -۳)

داریم که

g̃ac∇̃c(ΩsFab) = Ω−۲gac{∇c(ΩsFab)− CdcaFab − CdcbΩsFad}

= Ωs−۲gac∇cFab + (n− ۴ + s)Ωs−۳gacFab∇cΩ. (۱۹ -۳)

دیگر طرف از

∇̃[a(Ω
sFbc]) = Ωs∇[aFbc] + sΩs−۱(∇[aΩ)Fbc]. (۲۰ -۳)

همدیس به طور ماکسول معادلات ،n ̸= ۴ ازای به که می دهند نشان (۲۰ -۳) و (۱۹ -۳) معادلات رو ازین
است. صادق s = ۰ همدیس وزن با همدیس ناوردایی بعد، چهار حالت در اما نیستند ناوردا

کرد خواهیم توجه ۱ بقا معادله همدیس ناوردایی ویژگی های به سرانجام،

∇aT ab = ۰, (۲۱ -۳)

آورد دست به می توان حال می باشد. T ab = T ba آن در که

∇̃a(ΩsT ab) = ∇a(ΩsT ab) + CaacΩ
sT cb + CbacΩ

sT ac

= Ωs∇aT ab + (s+ n+ ۲)Ωs−۱T ab∇aΩ− Ωs−۱gbaT∇aΩ,
(۲۲ -۳)

Conservation equation ۱
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اضافه نیست. ناوردا همدیس به طور (۲۱ -۳) معادله که می بینیم رو ازین است. T = gabTab آن در که
با (۲۱ -۳) بقا معادله آنگاه دهیم، قرار صفر با برابر را T اگر ،T ab = T ba شرط و (۲۱ -۳) بقا معادله بر
یک تنش-انرژي تانسور که کنید فرض ، بالعکس می شود. ناوردا همدیس به طور s = −n − ۲ فرض
به ناورداست همدیس به طور میدان، متغیرهای و متریک همدیس تبدیلات تحت همدیس، ناوردای میدان
لازم که چرا کردیم استفاده w از s نمادگذاری جای به اینجا (در .T ab → T̃ ab = ΩwT ab که معنی این
هم و اصلی فضای در هم بقا، معادله آنگاه باشد.) برابر میدان همدیس وزن با T ab همدیس وزن نیست،
باشد. T = ۰ باید که می دهد نشان (۲۲ -۳) معادله رو ازین می شود. ارضا همدیسی یافته انتقال فضای در
آن رد باشد، همدیس ناوردا به طور ناوردا، همدیس میدان یک تنش تانسور اگر بنابراین (.w = −N −۲ (و

شود. صفر با برابر مشابه به طور باید نیز

جوردن و اینشتین چارچوب های

صورت بندی دو که شد خواهیم متوجه ،[۴۴] بر می خوریم ۱ برنز-دیکی نظریه اصلی مقاله به که هنگامی
معروف ۳ جوردن همدیس چارچوب به آن، از حالت یک دارد. وجود ۲ اسکالر-تانسوری نظریات از
از استفاده با که است، ۴ اینشتین همدیس چارچوب شده، شناخته کم تر حالت یک و [۴۵ ،۱۸] است
در همچنین می شود. مرتبط جوردن چارچوب به گرانشی، اسکالر میدان بازتعریف و همدیس تبدیل یک
به واسطه که صورت بندی دو این نیز گرانش از بالاتری مرتبه مشتق های نظریات و ۵ کالوزا-کلاین نظریات
از دست این در مهم و بزرگ سوال .[۴۷ ،۴۶] دارد وجود می شود، مرتبط یکدیگر به همدیس تبدیل یک
که مشکلی ست این و خیر یا هستند هم ارز یکدیگر با صورت بندی دو این آیا که می باشد اینگونه مقالات
چارچوب دو این هم ارزی بر باور نویسندگان از خیلی دارد. وجود جدل و ابهام آن سر بر مقالات در هنوز
همدیس به طور همیشه کلاسیکی، ماده و کلاسیکی گرانش انرژي مقیاس در را فیزیک حتی یا دارند همدیس
هم مهمی، نتیجه نمی دانند. درست را گزاره این که دارند وجود نیز دیگری نویسندگان اما می بینند ناوردا
اسکالر-تانسوری نظریات از زیادی کاربردهای که چرا دارد وجود عملی بخش در هم و نظری بخش در
نظری پیش بینی های دارد. وجود اخترفیزیک و موخر جهان فیزیک در همدیس تبدیلات تکنیک های از و
محاسبات، انجام برای شده اتخاذ همدیس چارچوب به بستگی شدت به که مقایسه اند قابل مشاهدات با

دارند.
۵ Einstein conformal frame ۴ Jordan conformal frame ۳ Scalar-tensor theories ۲ Brans-Dicke theory ۱

Kaluza-Klein theories
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از یکی بودن فیزیکی که است آن جدی مشکل یک نباشند، هم ارز یکدیگر با چارچوب دو این اگر بعلاوه
مقایسه برای باید چارچوب ها این از یکی و می شود داده ترجیح دیگر چارچوب به نسبت چارچوب ها این
این از یک کدام که است این مهم سوال یک شود. گرفته نظر در اخترفیزیکی مشاهدات و آزمایشات با
شود. استفاده کلاسیکی گرانش توصیف برای خوبی نمونه عنوان به می تواند و بوده استناد قابل چارچوب ها
(۱ کرد: برداشت می توان را مفهوم این سه ،[۴۹ ،۴۸] مورد این در متفاوت نویسندگان مقالات به توجه با
هم ارزاند. فیزیکی نظر از متفاوت، همدیس چارچوب  دو در اسکالر-تانسوری نظریات صورت بندی های
انرژي چگالی که چرا نیست استناد قابل اسکالر-تانسوری نظریات در جوردن چارچوب صورت بندی (۲
رو ازین و [۵۰] می کند نقض را ضعیف انرژی شرط اسکالر-تانسوری نظریات در گرانشی اسکالر میدان
گرانش نظریه با این که [۴۷،۴۶] می شود کم تر و کم  آن مقدار بی نهایت تا و شده ناپایدار سیستم انرژی حالت
حالت هایی شد، گفته که آنچه خلاف بر کوانتومی،  دستگاه های در که (البته نیست. توافق در کلاسیکی
در اگرچه ندارد. وجود اینشتین چارچوب در مشکل این (۳ می باشد.) منفی انرژي چگالی دارای که داریم
معمولی ماده میدان با اسکالری میدان ناهمسان جفت شدگی دلیل به ۱ هم ارزی اصل نقض چارچوب، این
هم ارزی اصل در موجود آزمایشات با مقایسه قابل و نیست جدی زیاد مشکل این ) .[۴۹] می آید وجود به
و ۲ ابرریسمان (مانند شده فشرده سازی نظریات از پائین انرژي مهم بیان یک عنوان به همچنین و است

(.[۶۲ ،۵۱ ،۴۹] می شود تلقی ،( ۳ ابرگرانش
صورت  بندی جوردن همدیس چارچوب در که اسکالر-تانسوری نظریات در ضعیف انرژي شرط نقض
در ،۴ دیلاتونی اسکالر میدان آنکه سبب به می سازد ممکن غیر را کلاسیکی گرانش توصیفات شده اند،
مدل های عنوان به را برنز-دیکی نظریه آنگاه است، موجود جا همه در ابرگرانش، و ابرریسمان نظریات
چرا کنیم. تحلیل دوباره را ملاحظاتمان باید مورد این در و می گیرند نظر در ریسمان نظریات اختصاری 
مطالعه و بررسی در اگرچه [۵۳ ،۵۲] نیست ممنوع کوانتومی مباحث در منفی انرژي حالت های وجود که
برای گرانشی فیزیک جامعه اصرار نیست. جایز حالت این وجود اسکالر-تانسوری، نظریات کلاسیکی
محضی، نسبتا طریق به اینشتین چارچوب که است آن در اینشتین، چارچوب نفع به انرژي برهان پذیرفتن
ضعیف انرژي شرط نقض برنز-دیکی، نظریه در که می بینیم مثال عنوان به است. شده صورت بندی
در دارد. وجود است، شده صورت بندی جوردن چارچوب در که شبه-موجی گرانشی میدان های به واسطه
که چرا نیست علمی مثال این نمی آید. وجود به مشکلی نظریه همین برای اینشتین چارچوب در که حالی
دیگر مثال یک می باشد. زیادی مشاهداتی پیامدهای دارای اسکالری گرانشی امواج برای فروسرخ فاجعه

Dilaton scalar field ۴ Supergravity ۳ Superstring ۲ Equivalence principal ۱
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اسکالر-تانسوری گرانشی امواج در القایی دامنه اثر که است آن دارد وجود اخترفیزیکی مقالات در که
متغیر های که است ذکر قابل است. متفاوت اینشتین چارچوب و جوردن چارچوب در نوری، پرتو یک بر
،۱ کوشی مسئله صورت بندی برای (gab, ϕ) جوردن چارچوب متغیر های نه و (g̃ab, ϕ̃) اینشتین چارچوب
شکل آن در که می کنیم اشاره برنز-دیکی نظریه در گرانشی، فروپاشی به دیگر مثالی در .[۵۴] مناسب تراند
انرژي شرط نقض به جوردن، چارچوب از استفاده با برنز-دیکی نظریه در تنش-انرژي تانسور کانونی غیر
برخلاف این که می شود ۲ سیاه چاله ها رویداد افق مساحت در زمان کاهش باعث این که می انجامد صفر
با .[۵۵] است گرفته صورت عام نسبیت در سیاه چاله ها ترمودینامیک به واسطه که است پیش بینی هایی
چارچوب در جوردن چارچوب جای به را برنز- دیکی نظریه است بهتر کلاسیکی مباحث در اوصاف این

کنیم. صورت بندی اینشتین

اسکالر-تانسوری نظریه ۲ -۱ -۳

متریک تانسور میدان اساس بر آن پایه که است فضا-زمان از هندسی نظریه یک اینشتین، عام نسبیت نظریه
نیز گرانش اسکالری نظریه گرفت. نظر در تانسوری نظریه یک عنوان به را آن می توان رو ازین و است
یک با نیوتونی پتانسیل تابع آن در که گرفت شکل ۳ نورداستروم گونار توسط اینشتین، نظریه پیداش از قبل
نظریه یک عنوان به که اینشتین عام نسبیت موفقیت های به واسطه .[۵۶] شد جایگزین لورنتسی اسکالر
تعمیم و بسط باعث خود نظریه این که کرد ذکر باید می شود، استفاده آن از گرانش توصیف برای عمومی
می پردازیم، آن توصیف به بخش این در که نظریاتی از یکی شده است. گرانش کننده توصیف نظریات دیگر
گرفته نشات نورداستروم اسکالری نظریه بازسازی از آن ایده که می باشد گرانش اسکالر-تانسوری نظریه
اساس بر نظریه این نیست. یکدیگر با شده گفته میدان دو ترکیب معنای به صریح به طور که اگرچه است.

است. گرفته شکل  عام نسبیت از مستحکمی بنیاد
تلاش در او گرفت. شکل ۴ جوردن ارنست تلاش های به واسطه اسکالر-تانسوری نظریه بار اولین برای
که داد نشان و [۵۷] بود بعدی پنج تخت فضا-زمان یک در بعدی چهار خمیده منیفلد یک جانشینی برای
گرانشی ثابت توصیف می تواند که است بعدی چهار اسکالری میدان یک ،۵ تصویوی هندسه در موجود قید
وابسته باید گرانشی ثابت می داد نشان که است ۶ دیراک برهان با مطابق که ارضا کند را فضا-زمان به وابسته
.[۵۹] بود کالوزا-کلاین بعدی پنج نظریه با خود نظریه ارتباط پی در او همچنین .[۵۸] باشد زمان به
Projective ۵ Ernst Pascual Jordan ۴ Gunnar Nordström ۳ Black Hole event horizon ۲ Cauchy problem ۱

Paul Dirac ۶ geometry
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خمیده فضا-زمان در موجود اسکالر میدان لاگرانژي چگالی خود، استدلالات به توجه با جوردن بنابراین
کرد تعریف زیر شکل به را بعدی چهار

L =
√
−g

[
ϕγJ

(
R− wJ

۱
ϕ۲
J

gµν∂µϕJ∂νϕJ

)
+ Lm(ϕJ , ψ)

]
, (۲۳ -۳)

نشان مجموع در ψ و می باشند ثابت wJ و γ که حالی در است. جوردن اسکالر میدان همان ϕJ آن در که
شکل گیری عنوان به ،RϕγJ یعنی غیر کمینه جفت شدگی جمله معرفی واقع در است. ماده میدان های دهنده
میدان به بستگی ،Lm(ϕJ , ψ) ماده لاگرانژی چگالی همچنین می باشد. اسکالر-تانسوری نظریه اولیه
ϕJ جنبشی جمله به شباهت (۲۳ -۳) معادله راست طرف در دوم جمله که می بینیم حال دارد. اسکالر
γ۲ باشد. جرم بعد دارای ϕJ که می شود این به منجر ،۴ جرم بعد داشتن برای جمله این وجود الزام دارد.
بنابراین است. ۲ جرم بعد دارای G−۱ بعد همانند (۲۳ -۳) معادله راست طرف در ϕγJ که در می یابیم آنگاه
بدون ثابت شامل (۲۳ -۳) معادله راست طرف در اول جمله دو که کنیم حاصل را اطمینان این می توانیم
ندارد اهمیتی γ تغییر تحت ناوردایی این اگرچه است صادق γ از مقداری هر برای گفته هایمان هستند.  بعد

کند. ورود ماده لاگرانژي به ϕJ اگر حتی
تعریف فرض با آن ها و شد گرفته کار به ۲ دیکی رابرت و ۱ برنز کارل به واسطه بعدها جوردن تلاش
توضیحاتمان به نامربوط γ مقدار انتخاب که واقعیت این از استفاده با که ϕ = ϕγJ شکل به اسکالر میدان
هم ارزی اصل کردن ارضا دلیل به ،√−gLm ماده لاگرانژی چگالی بخش که چرا .[۴۴] گرفت انجام است،

می باشد. جوردن مدل با تقابل در که می شود جدا ϕ(x) از ضعیف
می کنیم تعریف زیر شکل به را لاگرانژي چگالی روش این در

LBD =
√
−g

(
ϕR− w۱

ϕ
gµν∂µϕ∂νϕ+ Lm(ψ)

)
. (۲۴ -۳)

و برنز اصلی مقاله به توجه با ϕ اسکالر میدان همچنین و می باشد نظریه این پارامتر تنها w بی بعد ثابت
می شود تعریف زیر شکل به دیکی

ϕ = ۱۶πϕBD. (۲۵ -۳)

(۲۴ -۳) معادله راست سمت در اول جمله همان که غیرکمینه جفت شدگی جمله به جدی تر نگاهی حال
عام نسبیت استاندارد نظریه در هیلبرت-اینشتین جمله با جایگزین جمله این واقع در می اندازیم. است،

می شود زیر

LHE =
√
−g ۱

۱۶πGR, (۲۶ -۳)
Robert Henry Dicke ۲ Carl Henry Brans ۱
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(۲۶ -۳) و (۲۴ -۳) معادلات مقایسه با است. شده ضرب G−۱ ثابت در R ریچی انحنای آن در که
آهسته تغییر  با که Geff موثر گرانشی ثابت مگر نداریم گرانشی ای ثابت هیچ مدل این در که در می یابیم
به طور ϕ که داریم انتظار مشخصاً می شود. تعریف ۱

۱۶πGeff
= ϕشکل به و شده مشخص ϕ اسکالر میدان

کند. تغییر آهسته به طور کیهانی زمان با اما باشد یکنواخت فضایی
میدان جنبشی جمله دهنده نشان (۲۴ -۳) معادله راست سمت از دوم جمله که کنیم توجه باید همچنین
کننده مشخص ϕ−۱ حضور که است آن اول تفاوت می رسد. نظر به متفاوت اندکی اما می باشد ϕ اسکالر
میدان بازتعریف با جمله این کل البته دارد. وجود روابط در w ثابت ضریب آنکه دوم و می باشد تکینگی

شود. تبدیل استاندارد کانونی شکل به می تواند اسکالر
زیر روابط تعریف و ξ بعد بدون ثابت و Φ اسکالر میدان معرفی با کار این برای

ϕ =
۱
۲ξΦ

۲, (۲۷ -۳)

و

ϵξ = ۴w, (۲۸ -۳)

داریم و می رسیم (۲۴ -۳) برنز-دیکی لاگرانژي چگالی راست طرف دوم جمله از مطلوبی شکل به
√
−g

(
− ۱

۲ϵg
µν∂µΦ∂νΦ

)
, (۲۹ -۳)

می باشد. w علامت با برابر و ϵ = ±۱ آن در که
میدان با مطابق ،ϵ = +۱ حالت نمی شود. ظاهر روابط در تکینگی هیج شد،  پیشنهاد که همانطور
که کنید توجه ندارد. وجود شبحی ناپایداری هیچ آن در دیگر بیان به که می باشد مثبت انرژي با معمولی
تبدیل می باشد، g۰۰ ∼ η۰۰ = −۱ آن در که تخت فضا-زمان حد در ϵ = +۱ انتخاب با (۲۷ -۳) معادله
است قبول قابل غیر فیزیکی به طور که است منفی انرژي دهنده نشان نیز ϵ = −۱ انتخاب می شود. Φ̇۲

۲ به
با مطابق باشد، ϵ = ۰ آن در که حالتی می کنند. ایجاب را ϵ = −۱ که دارند وجود نظریات از بعضی البته
مقدار بودن دلخواه فرض با (۲۸ -۳) معادله با مطابق همچنین و اصلی مان صورت بندی در w = ۰ انتخاب
بعد دارای Φ که می دهد نشان (۲۷ -۳) معادله که کرد نشان خاطر باید نمی شود. گذاشته کنار بلافاصله ،ξ

داشتیم. معمول مان صورت یندی در که همانطور است، ۱ جرمی
می شود زیر رابطه به تبدیل (۲۴ -۳) لاگرانژي چگالی شکل بدین

LBD =
√
−g

(
۱
۲ξΦ

۲R− ۱
۲ϵg

µν∂µΦ∂νΦ+ Lm
)
. (۳۰ -۳)
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لاگرانژی  چگالی به اسکالر میدان جنبشی جمله افزودن معنی به تنها (۳۰ -۳) معادله که است بدیهی این
نظریه که دهیم شرح گونه این می توانیم بنابراین می باشد. آن فرای و نیست هیلبرت-اینشتین جمله با
یا و کمینه غیر جفت شدگی با آن در که می کند اشاره نظریاتی از دسته آن به مشخصاً اسکالر-تانسوری

داریم. کار و سر آن از معینی بسط
داریم مشخص به طور است، بدیهی غیر کار (۳۰ -۳) از میدان معادلات استخراج و محاسبه

□ϕ = ζ۲T, (۳۱ -۳)

می شود تعریف زیر شکل به ζ و است Tµν انرژي-تکانه تانسور رد همان T آن در که

ζ−۲ = ۶ + ϵξ−۱ = ۶ + ۴w. (۳۲ -۳)

Φ ترکیب به واسطه اکنون که است، برنز-دیکی اسکالر میدان همان (۳۱ -۳) معادله در ϕ که کنید توجه
میدان یک عنوان به Φ فرض با میدان معادله که است حالی در این و است شده داده (۳۰ -۳) معادله در
ماده انرژي-تکانه تانسور صورت به (۳۱ -۳) معادله راست سمت واقع در است. آمده بدست مستقل،
سقوط یا ضعیف هم ارزی اصل که است اسکالری میدان به واسطه نیرو، کننده تضمین و است شده داده
به واسطه شده داده اسکالر میدان منبع صفر، یافته انتقال تکانه حد در که چرا می کند. ارضا را عمومی آزاد

است. آن محتوای از مستقل دستگاه کل انرژي که می باشد T۰۰ شده ادغام تانسور
اشیا بین بلند-برد نیروی یک برای را میانجی نقش اسکالر میدان که داریم انتظار (۳۱ -۳) معادله از
شدت می کند. بازی را اینشتین گرانش ضعیف میدان حد نقش نیوتونی، نیروی که همانطور کند ایفا جرم دار
مرتبه از w یا ξ که شرطی به دارد وجود نیوتونی نیروی در که است بزرگی مرتبه همان از اساساً جفت شدگی
ب بینم. را موضوع این قراردادی، واحد دستگاه در ۸πG بازگردانی با می توانیم که همانطور باشد، واحد
می شود صفر جفت شدگی ثابت آنگاه ،w → ∞ یا ξ → ۰ اگر که می دهد نشان (۳۲ -۳) معادله همچنین
پرداخت خواهیم سوال این به حدی تا حال می رسد. اینشتین عام نسبیت به نظریه مان حد، این در اغلب که

می گیرد؟ نشات کجا از دقیقا اسکالر میدان که

شده فشرده سازی داخلی فضای اندازه از گرفته نشات اسکالر میدان

هرمان توسط ابتدا ،۱ وحدت نظریه یک ایجاد جهت در زیادی تلاش های عام،  نسبیت ظهور از قبل تر کمی
بعدها که شد صورت بندی ای به منجر وایل تلاش های شد. ۳ کالوزا تئودور توسط بعدها و [۶۰] ۲ وایل

Theodor Franz Eduard Kaluza ۳ Hermann Klaus Hugo Weyl ۲ Unified theory ۱



همدیس تبدیلات و اسکالر-تانسوری نظریات .۱ -۳۹۱

تلاش همچنین و می باشد وحدت نظریات تپنده قلب واقع در که می شناسیم پیمانه ای نظریه نام به را آن
نظریه در بالاتر مراتب فضا-زمان در سرنوشت سازی نقش که انجامید کالوزا-کلاین نظریه به نیز کالوزا
یک کالوزا رود. کار به اسکالر-تانسوری نظریه برای جدی به طور اینکه از نظر صرف با دارد ریسمان
به فضایی ابعاد از یکی آن در کرد. اعمال عام نسبیت نظریه به را آن که گرفت نظر در بعدی پنج فضا-زمان
می گذاشت باقی یافته تعمیم نامتناهی به طور را بعدی چهار فضا-زمان که بود شده فشرده کوچک دایره یک
به قادر هم کوچک کافی قدر به انرژي های در حتی پدیده ای هیچ که است کوچک قدری به دایره این و
غیر مولفه های که کرد شروع بعدی پنج فضا-زمان در متریک یک تعریف با واقع در او نمی باشند. آن تعیین
پتانسیل نقش و پنجم اند بعد با بعد چهار این دهنده ارتباط می کنند، رفتار چاربردار یک مثل که آن قطری
پیمانه ای تبدیل مواجه ایم. اینشتین-ماکسول متحد نظریه یک با بنابراین می کنند. ایفا را الکترومغناطیسی

می شود. بیان دایره آن طول در ایزومتری یا همسنجی تبدیل یک عنوان به نظریه این در
به طور حال .[۶۱] شد بسته کار به ریسمان نظریه در بالاتر ابعاد فضا-زمان توصیف برای بعدها ایده این
چهار اسکالر میدان یک مثل شده، فشرده سازی داخلی فضای اندازه چگونه که می پردازیم این به مختصر
رفتار شده، تعیین فضا-زمان ابعاد  تعداد اساس بر یکتا به طور که پارامتری با برنز-دیکی، مدل از بعدی

می کند.
می گیریم نظر در بعدی n شده فشرده سازی فضای با بعدی D = (n+ ۴) متریک برای ۱ نهاده ای

gāb̄ =

gab(x) ۰

۰ A(x)۲g̃ij(θ)

 , (۳۳ -۳)

تعریف ۲ θα مختصات با که می دهد نشان را متریک محض هندسی بخش g̃ij(θ) و بوده Aشعاع آن در که
میدان بر تمرکز با که کنید توجه می گیریم. نظر در زاویه مانند را آن و می باشد بعد بدون θα واقع در می شود.

می کنیم. حذف را میدان پیمانه های برای قطری غیر مولفه های اسکالر،
داریم √همچنین

−(D)g =
√
−gAn

√
g̃, (۳۴ -۳)

شده فشرده سازی فضای Vn حجم با ارتباط √g̃ و است متریک بعدی چهار دترمینان همان g آن در که
می شود تعریف زیر شکل به و دارد

Vn = AnṼn, (۳۵ -۳)
α, β = شکل به بلکه نیستند معمول بعدی چهار فضا-زمان به مربوط قسمت این در شده استفاده یونانی ۲اندیس های Ansatz۱

می باشند. ۱, ۲, . . . , n
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داریم آن در که

Ṽn =

∫ √
−gdnθ. (۳۶ -۳)

بعد چهار در موثر لاگرانژی چگالی آوردن دست به با بعد، D در هیلبرت-اینشتین جمله محاسبه به حال
می پردازیم

L۴ =
√
−gL۴, (۳۷ -۳)

آن در که

L۴(x) = AnṼ−۱
n

∫ √
g̃
۱
۲Rd

nθ

=
۱
۸

n

n− ۱Φ
۲R+

۱
۲g

µν∂µΦ∂νΦ+
۱
۲

(
۱
۴

n

n− ۱Φ
۲
)۱−۲/n

R̃, (۳۸ -۳)

می شود تعریف زیر شکل به Φ ،n > ۱ ازای به آن در که

Φ = ۲
√
n− ۱
n

An/۲. (۳۹ -۳)

مطابق Φ میدان که می دهد نشان (۳۸ -۳) معادله راست سمت در دوم جمله علامت که کنیم توجه باید
جمله اولین .[۶۲] می باشد شبح پایداری دارای است ϵ = −۱ که حالتی در و می باشد (۳۰ -۳) رابطه با
جمله همان که است بعد چهار در ریچی اسکالر انحنای دهنده نشان (۳۸ -۳) معادله راست سمت در

داریم که وقتی است، (۳۰ -۳) معادله در شده داده نشان کمینه غیر جفت شدگی

ξ =
۱
۴

n

n− ۱ . (۴۰ -۳)

در شمسی منظومه آزمایشات از آمده دست به قید با نتیجه این که نیست لطف از خالی نکته این گفتن
هر با کمینه غیر جفت شدگی جمله به ،Φ۲ شکل به همیشه اسکالر میدان که کنیم اشاره باید است. تناقض

می شود. وارد ،n > ۱ بعدی، تعداد
بر که است ریچی اسکالر انحنای دهنده نشان R̃ ،(۳۸ -۳) معادله راست سمت از جمله آخرین در
را کیهان شناختی ثابت آنکه مگر است شده محاسبه معین اسکالر میدان پتانسیل یک و g̃µν متریک اساس

نیست. موجود آن در (∼ Φ۲) جرمی جمله هیچ اگرچه دهیم. قرار D = ۶ یا n = ۴

با که می دهد دست از را خود معنای باشد n = ۱ اگر (۳۹ -۳) و (۳۸ -۳) معادلات که است بدیهی
انتخاب با سادگی به حال ندارد. وجود اسکالر میدان برای جنبشی جمله هیچ حالت، این گرفتن نظر در
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داریم (۳۰ -۳) معادله به توجه با ،ξ > ۰ و ϵ = ۰

Φ = ϵ−
۱
۲A. (۴۱ -۳)

به ζ۲ = ۱
۶ با می تواند (۳۱ -۳) معادله می شود. R̃ = ۰ به منجر n = ۱ انتخاب که کنیم اشاره باید اگرچه

درجه یک دارای Φ که می دهد نشان این است. توافق در (۳۲ -۳) معادله در ϵ = ۰ انتخاب با و آید دست
موجب کمینه، غیر جفت شدگی جمله وجود که چرا است. جنبشی جمله غیاب وجود با دینامیکی آزادی
اسکالر، میدان جنبشی جمله غیاب که است ذکر قابل نکته این می شود. گرانشی میدان تانسور با تلفیق
پیشنهاد جوردن توسط که (۲۳ -۳) معادله نتیجه با درمی یابیم پس باشد. D = ۵ که می افتد اتفاق زمانی
سروکار کالوزا-کلاین نظریه در موجود فشرده سازی مفهوم با جوردن نظریه نیست. سازگار بعد، پنج در شد،

است. گرفته کالوزا-کلاین نظریه از تاثیر وی که می رسد نظر به هنوز ولی ندارد
با دترمینان، در A وجود از کمینه غیر جفت شدگی جمله که بگوییم می توانیم جمع بندی برای بنابراین
ماده لاگرانژی چگالی در باید اسکالر میدان که می دهد نشان این می گیرد. نشات ،(۳۴ -۳) معادله به توجه
پرداخت از قبل حال باشد. داشته وجود آن منع برای ویژه کار و ساز یک آنکه مگر شود ظاهر خوبی به
نسبت مزیتی هیچ اسکالر-تانسوری نظریه آیا که می دهیم پاسخ سوال این به برنز-دیکی نظریه به کلی

دارد؟ اسکالری نظریه به
مزیت به می توان پیچیده تر نظریه یک به بودن پایبند با آیا که می کنیم شروع سوال این از را جواب
جفت شدگی جمله دارای وحدت، نظریه مدل های از خیلی که می کنیم تکرار دوباره یافت؟ دست خاصی
جمله شکل به می تواند باشد اسکالر میدان دارای که نظریه ای هر گفت، می توان واقع در هستند. کمینه غیر
است نتایج بین متقابل روابط وجود از  حاکی معمولا نظری قید یک ثانیاً، شود. بیان کمینه غیر جفت شدگی
نقض که می کنیم کید تأ بخش، این بحث های از مثالی عنوان به ندارد. وجود تقابلی چنین این غیر در که
شود. ناشی کیهان شناختی جنبه های برای حلی راه عنوان به نظر، تجدید یک از باید ضعیف هم ارزی اصل
وجود تاکنون محکمی مدرک هیچ اینکه وجود با می کند، فراهم را نیوتونی غیر گرانش طبیعی انگیزه بنابراین
می شود شروع ماده انرژی چگالی به مثبت نیاز از که است زنجیره ای رابطه یک دیگر، مشابه مثال ندارد.
اسکالر-ماده میدان جفت شدگی شدت که است پارامتری خود این که می رسد ζ در پایین تر حد یک به و
نتیجه با همبسته نتایج از یکی اگر می کند. تعیین نیز را نیوتونی غیر نیروی جفت شدگی شدت نهایت در و
با تضاد در است ممکن این گیرد. قرار تأثیر تحت باید نظری ساختار کل شود، حذف تجربی به طور دیگر
کلی، به طور می توانند حل ها راه آن در و است برخوردار کمتری محدودیت از که باشد نظری چارچوب یک
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شوند. ارائه اختیاری

برنز-دیکی نظریه

معینی فرضیات اساس بر مدل این می پردازیم. اسکالر-تانسوری نظریه از موفق نمونه یک به بخش این در
نظری مدل های دیدگاه از واقع در زیاد، سادگی این شده اند. گذاشته بنیان روابط اند، در سادگی اساس بر که

می گیرند. نشات مدرن، وحدت برنامه
[۴۴] می کنیم استفاده زیر بنیادی لاگرانژی چگالی از شروع برای حال

L =
√
−g

(
۱
۲ξΦ

۲R− ۱
۲ϵg

µν∂µΦ∂νΦ+ Lm
)
. (۴۲ -۳)

همچنین و می کنیم استفاده (۲۷ -۳) معادله از Φ اسکالر میدان دادن نشان برای پس زین قراردادمان، طبق
ξ آن در که می گیریم نظر در را است شده تعریف ξ حسب بر (۲۸ -۳) معادله به واسطه که w اصلی نماد
که است این بر فرض که کنیم اشاره دوباره باید است. مثبت همیشه ξ بنابراین است، w علامت با برابر
که است این دیگر مهم فرضیه یک همچنین و نمی باشد Φ اسکالر میدان شامل ،Lm ماده لاگرانژي چگالی

ندارد. وجود اسکالر میدان برای جرمی ای جمله هیچ
یک می دهد، اجازه ما به این که است آن اول تقریب با کیهانی زمان از تابعی ϕ کیهان شناختی، زمینه در
فوق جمله چرا که است این به اشاره مهم نکته حال کنیم. فرض زمان به وابسته موثر کیهان شناختی ثابت
می دارد بیان که می باشد، اینشتین هم ارزی اصل با مطابق جواب اولین ؟ است معروف کمینه غیر جمله به
قوی هم ارزی اصل به دقیق به طور که باشد مینکوفسکی باید خمیده فضا-زمان از نقطه هر به مماس فضای
که که می دارد بیان می شود، شناخته ضعیف هم ارزی اصل به که نظری ای پیامد همچنین است. معروف

می کند. سقوط معمولی شتاب یک با موضعی  به طور گرانشی، نیروی یک تنها تاثیر تحت جمسی هر
را زیر جانشانی قانون آنگاه می کنیم، شروع مینکوفسکی تخت فضا-زمان در نظریه ای تعریف از حال

می کنیم اعمال

ηµν → gµν , ∂α → ∇α. (۴۳ -۳)

که است این خاطر به آن نام گذاری دلیل و [۱۲] است معروف نقطه-ویرگول به ویرگول قانون به که
که حالی در می شود، داده نمایش F,α با اغلب ،F (x) تانسوری میدان یک برای ∂αF معمولی مشتق گیری
.F,α = F;α آن در که دارد وجود استثنائاتی اگرچه می کنیم، F;αاستفاده نمایش αF∇از هموردا مشتق برای



همدیس تبدیلات و اسکالر-تانسوری نظریات .۱ -۳۹۵

است آمده دست به اینطور (۴۲ -۳) معادله راست سمت دوم جمله استاندارد، روش این به توجه با

−۱
۲ϵη

µν∂µΦ∂νΦ. (۴۴ -۳)

از تنها گرانش، با Φ میدان که است کننده نگران (۴۲ -۳) معادله دوم جمله آنجایی تا مبحث، این در
کمینه جفت شدگی را ”کمینه” قانون این با آمده دست به گرانشی جفت شدگی شود. ggµν−√جفت طریق
این مینکوفسکی، تخت فضا-زمان در نمی کند؛ تبعیت قاعده این از (۴۲ -۳) در جمله اولین می گوییم.

می شود. کمینه غیر جفت شدگی جمله پیدایش باعث که می رود بین از سادگی به جمله
که شرایط بعضی در واقع در ؟ می کنیم استفاده ϕ استاندارد غیر تعریف از برنز-دیکی نظریه در چرا
می کند. ایفا Φ به نسبت بنیادی  تری نقش می شود، ضرب √−gR در عمومی ضریب عنوان به ،ϕ آن در
جنبشی، جمله که شرط این به مگر نشود اعمال است ممکن شهودی تفسیرات از برخی دیگر، طرف از

نکنیم. استفاده Φ از می کند، موجاب را ما که است کار این انجام بیم باشد. کانونی
را کاربردی اندیس یک این و است جرم بعد دارای کانونی، شکل به جنبشی اش جمله با اسکالر میدان
باید کنیم. محاسبه را دیورژانس ها نسبیتی، کوانتومی میدان نظریه در می خواهیم که هنگامی می کند، فراهم

می باشد. پتانسیل اختلاط منبع دوباره که است جرم مجذور بعد دارای ϕ که کنیم توجه
در ما اساساً باشد. مثبت باید که دارد وجود ϕ مقدار برای قید یک ،(۲۷ -۳) معادله در که کنید توجه
است. ϕ > ۰ که می کنیم اعمال را قید این بنابراین باشد، ξ > ۰ که می کنیم انتخاب ،(۲۷ -۳) معادله
ولی باشد واقع گرایانه نظریه مان که است مزیت یک این دارد. محدودیت بسیار ϕ اساس بر صورت بندی
طبیعی غیر قطعا است. گرانش ضد اثر برای عاملی خود این و می شود منفی Geff موجب منفی ϕ مقدار
دوباره باید البته شود. گرانشی میدان قوی بی نهایت اثر به منجر اسکالر، میدان دینامیکی تحول که است

نمی باشد. Φ شامل (۴۲ -۳) معادله در L ماده لاگرانژی چگالی که کنیم اشاره
جفت شدگی کلی غیاب می دهد، نشان ماده، از جداشدگی فرض که می آید وجود به سوال این حال
خواهیم نشان ادامه در ما می شود. اسکالر میدان تعیین پذیری رفتن بین از باعث تقریبا اسکالر میدان از ماده
چگالی در جداشدگی لاگرانژی. چگالی با نه و می شود جفت ماده با میدان معادله در اسکالر میدان که داد
که است واقعیت یک این اساساً می کند. اعمال قید یک ماده با میدان جفت شدگی چگونگی بر لاگرانژي،
یک که می کنیم فرض کنیم درک ساده تر را نکته این که آن برای می گیرد. نشات ضعیف هم ارزی اصل از
به است، شده داده زیر کنش با که ژئودزی ای از آن حرکت معادله عام، نسبیت در که داریم نقطه ای جرم
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می آید دست

Im = −m
∫
dτ, (۴۵ -۳)

واقع در این می شود. ظاهر کلی ضریب یک عنوان به تنها m لختی جرم و است ویژه زمان τ آن در که
توصیف یک که می باشد کلی آزاد سقوط دهنده نشان و ندارد فضا-زمان در حرکت مسیر بر تاثیری هیچی

است. ضعیف هم ارزی اصل از مهمی
در منبع حضور طریق از آنگاه باشد، لاگرانژي سطح در ماده با جفت شدگی دارای اسکالر میدان اگر
بود شاملmخواهد حرکت معادله که گفت می توان کلی به طور می شود. وارد (۴۵ -۳) معادله راست طرف
هم ارزی اصل نقض به منجر رو ازین و کرد فاکتورگیری سادگی به را آن بتوان که حدی ست از فراتر این و
برهمکنش های مانند دیگر، برهمکنش های غیاب در حتی که آمد خواهد بر آن از بنابراین می شود. ضعیف
توجه با دیکی ندارد. وجود هم وردا به طور نقطه ای جرم انرژی پایستگی به لزومی قوی، و الکترومغناطیسی
جداشدگی او، خود توسط اوتوش آزمایش اصلاح مانند بود، شده انجام بالا دقت با که آزمایشاتی نتایج به
خواهد وجود مشابه موقعیتی که داد خواهیم نشان ادامه در می دانست. قبول قابل غیر را اسکالر میدان از ماده

بگیریم. نظر در میدان نقطه ای، اجرام جای به را ماده اگر داشت،

میدان معادلات

می شوند نوشته زیر شکل به را میدان معادلات ،(۴۲ -۳) از متریک به نسبت وردش گیری با

۲ϕGµν = Tµν + TΦ
µν − ۲(gµν□−∇µ∇ν)ϕ. (۴۶ -۳)

داریم کردیم، اشاره قبلاً که همانطور

□ϕ = ζ۲T. (۴۷ -۳)

در که .∇µTµν = ۰ یعنی دارد وجود انرژي-تکانه تانسور پایستگی نیز مورد این در که است ذکر قابل
همچنین گرفتیم. نظر در مستقل میدان یک عنوان به را Φ است، اگرچه شده داده (۲۷ -۳) رابطه طبق ϕ آن

است شده تعریف زیر شکل به نیز انرژي-تکانه تانسور

δ(
√
−gLm)
δgµν

= −۱
۲
√
−gT(µν). (۴۸ -۳)
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A(µν) ≡ ۱
۲(Aµν+ یعنی می باشد اندیس ها روی بر تقارن دهنده نشان پرانتز نما د گذاری که می دانیم قبل از

و نیست متقارن کاملاً انرژي-تکانه تانسور عموماً ،۱ فرمیون میدان برای که کنیم اشاره است بهتر .Aνµ)
کنیم. استفاده چارتایی یا تتراد نام به بنیادی تری ریاضیاتی شی از متریک جای به است بهتر حالت این در

این با می شود تعریف (۴۸ -۳) رابطه مثل دقیقا که است Φ انرژي-تکانه تانسور TΦ
µν دیگر، طرف از

.LΦ = −۱
۲ϵg

µν∂µΦ∂νΦ داریم ماده لاگرانژی برای که تفاوت
می آوریم دست به محاسبه کمی با صریحاً

TΦ
µν = ϵ

[
∂µΦ∂νΦ−

۱
۲gµν(Φ)

۲
]
, (۴۹ -۳)

.(Φ)۲ ≡ gµν∂µΦ∂νΦ داریم آن در که
(۴۲ -۳) معادله از وردش گیری با است. آمده دست به می کنیم بیان ادامه در که روشی از (۴۷ -۳) معادله

داشت خواهیم Φ میدان به نسبت

ξΦR+ ϵ□Φ = ۰, (۵۰ -۳)

می شود تعریف زیر شکل به که است اسکالر میدان هم وردا دالامبری دهنده نشان □ نماد آن در که

□Φ =
۱√
−g

∂µ(
√
−ggµν∂νΦ). (۵۱ -۳)

داریم (۵۰ -۳) معادله در Φ ضرب با حال

۲ϕR+ ϵΦ□Φ = ۰. (۵۲ -۳)

می رسیم زیر رابطه به (۴۶ -۳) معادله رد محاسبه با طرفی از

gµνGµν = −R. (۵۳ -۳)

بنابراین

−۲ϕR = T − ϵ(∂Φ)۲ − ۶□ϕ. (۵۴ -۳)

می گیریم نتیجه (۵۴ -۳) و (۵۲ -۳) معادلات از ϕR حذف با حال

ϵ

(
Φ□Φ+ (∂Φ)۲

)
+ ۶□ϕ = T, (۵۵ -۳)

Fermion field ۱
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از استفاده با و

□Φ۲ = ۲
(
Φ□Φ+ (∂Φ)۲

)
, (۵۶ -۳)

است. شده تعریف (۳۲ -۳) رابطه از ζ آن در که می یابیم دست (۴۷ -۳) معادله به نهایت در
آمده دست به ماده انرژي-تکانه تانسور رد از اسکالر میدان منبع که می دهد نشان (۳۱ -۳) معادله
این مهم سوال حال است. شده جدا لاگرانژي در ماده از اسکالر میدان که کردیم اشاره هم قبل از است.

می شود؟ جفت میدان معادله در ماده به اسکالر میدان چگونه که است
یا ξ → ۰ حد های در اسکالر میدان ماده با جفت شدگی ،(۳۲ -۳) و (۳۱ -۳) معادلات با مطابق
نظریه به حد این در بنابراین است. توافق در (۳۲ -۳) معادله در ζ → ۰ حد با که می شود صفر w → ∞

حد، این در که گفت می توان حتی می دهد. نشان را w و ξ پارامترهای بحرانی معنی که می رسیم اینشتین
می کند. ایفا را تاریک ماده کیهان شناختی نقش اسکالر میدان

که m۲است.) بعد دارای ϕ که کنید (توجه m−۲می باشد بعد دارای ζ که درمی یابیم ابعادی، تحلیل از
کنیم بازنویسی زیر شکل به را آن می توانیم صریح تر به طور .M−۲

p = ۸πG می کند ایجاب این

ζ۲ =M−۲
p

۱
۶ + ϵξ−۱ =

۴πG
۳ + ۲w. (۵۷ -۳)

معادله از اصل در که ،∇µTµν = ۰ یعنی می پردازیم انرژی-تکانه تانسور بقای معادله محاسبه به حال
قانون این ،Φ ماده با جفت شدگی غیاب فرض از مستقیماً می توانیم که اگرچه می آید. دست به ماده حرکت
به کار گیری پیامد این واقع در اما آورد، دست به منفرد، ماده میدان های مشخص ویژگی های از مستقل را بقا

است. (۴۶ -۳) معادله در بیانکی اتحاد
داریم آن طرفین α∇از گرفتن دیورژانس و پادوردا بردار اساس بر (۴۶ -۳) معادله نوشتن با حال

∇µTµν = −∇µTµνΦ + ۲
(
[∇µ,□] +Gµν∂µ

)
ϕ, (۵۸ -۳)

(تا فرضیات از پاره ای گرفتن نظر در با حال .∇µGµν = ۰ داریم بیانکی اتحاد از استفاده طبق آن در که
کنیم بازنویسی زیر شکل به را (۵۸ -۳) رابطه می توانیم پیچیده) حدی

∇µTµν = ϕ∇µJ, (۵۹ -۳)

دست انرژی-تکانه بقای پایستگی به آن بودن صفر فرض با که است اسکالر میدان منبع J آن در که
قابل می ماند. باقی تاثیر بدون اسکالر، میدان حضور با ماده بقای هم وردای قانون می دهد نشان که می یابیم
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راست سمت در آنگاه باشد، داشته وجود (۴۶ -۳) رابطه در جفت شدگیΦ-ماده جمله یک اگر که است ذکر
صادق انرژي-تکانه بقا قانون دیگر آن در که می آید دست به متناظر سهم یک (۵۸ -۳) همچنین و (۵۰ -۳)

نمی باشد.
کافی و لازم شرط پایستگی،  هم وردای قانون بگیریم، نظر در ماده عنوان به را نقطه ای جرم اگر بنابراین
ضعیف هم ارزی اصل که می دهد اطمینان خود این که می آورد فراهم را خط جهان بودن ژئودزی برای

پابرجاست. نیز اصل این Lm ماده لاگرانژی چگالی در اسکالر میدان غیاب در همچنین است. صادق

متریک-پالاتینی دوگانه گرانش میدان معادلات و کنش ۲ -۳

مورد در مخصوصاً کرد، خواهیم صحبت متریک-پالاتینی دوگانه گرانش پایه ای جوانب از شروع، برای
جوردن و اینشتین چارچوب دو در آن اسکالر-تانسوری نمایش و نظریه این میدان معادلات و کنش

می رویم. دیگر گرانشی دوگانه نظریات جوی و جست به سرانجام و پرداخت خواهیم
[۶۶ ،۶۵] می کنیم شروع زیر شکل به نظریه این کنش از

S =
۱

۲κ۲

∫
d۴x
√
−g[R+ f(R)] +

∫
d۴√−gLm(gµν , ψ), (۶۰ -۳)

کلی به طور نیز ψ و است کمینه جفت شده ماده لاگرانژی چگالی Lm و بوده κ۲ ≡ ۸πG آن در که
R ≡ gµνRµν و است ریچی انحنای همان R که کنیم دقت باید می باشد. ماده میدان های دهنده نشان

می شود تعریف زیر شکل به Γ̄ α
µν مستقل هموستار اساس بر که می باشد پالاتینی انحنای

R ≡ gµνRµν ≡ gµν(Γ̄ α
µν,α − Γ̄ α

µα,ν + Γ̄ α
αβ Γ̄

β
µν − Γ̄ α

µβ Γ̄ β
αν ), (۶۱ -۳)

یعنی می کند تولید Rµνرا ریچی انحنای تانسور که

Rµν ≡ Γ̄ α
µν,α − Γ̄ α

µα,ν + Γ̄ α
αβ Γ̄

β
µν − Γ̄ α

µβ Γ̄ β
αν . (۶۲ -۳)

داریم و یافت خواهیم دست میدان معادله به (۶۰ -۳) کنش از متریک به نسبت وردش گیری با حال

Gµν + fR(R)Rµν −
۱
۲f(R)gµν = κ۲Tµν , (۶۳ -۳)

می شود تعریف خود معمول شکل به انرژي-تکانه تانسور آن در که

Tµν ≡ −
۲√
−g

δ(
√
−gLm)
δgµν

. (۶۴ -۳)
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می آوریم دست به (۶۰ -۳) کنش از Γ̄ α
µν,α مستقل هموستار به نسبت وردش گیری با دیگر طرفی از

∇̄α(
√
−gfR(R)gµν) = ۰, (۶۵ -۳)

به طور hµν رو ازین می باشد. hµν = fR(R)gµν متریک لوی-چیویتا هموستار Γ̄ α
µν,β می دهد نشان که

است. مرتبط fR(R) ≡ df(R)
dR همدیس ضریب با gµν اینشتین) چارچوب (در فیزیکی متریک به همدیس

می شود مربوط پالاتینی انحنای تانسور به زیر شکل به ریچی انحنای تانسور که می دهد نشان این

Rµν = Rµν+
۳
۲

۱
(fR(R))۲

∇µfR(R)∇νfR(R)−
۱

fR(R)
∇µ∇νfR(R)−

۱
۲

۱
fR(R)

gµν□fR(R).

(۶۶ -۳)

داریم و می آید دست به (۶۳ -۳) میدان معادله رد از استفاده با ،R پالاتینی انحنای

fR(R)R− ۲f(R) = κ۲T +R ≡ X. (۶۷ -۳)

حل های f(R) که صورتی در تنها نوشت X اساس بر جبری به طور می توان را R که کنیم توجه باید
R = −κ۲T عام نسبیت معادله رد از نظریه این مقدار، چه که می دهد نشان X متغیر باشد. داشته تحلیلی
می دهد. توضیح X رد انحراف به واسطه را آن مرکزی بخش و نظری ساختار مشاهده دو این دارد. انحراف
f(X) نظریه سادگی به می توان را R + f(R) متریک-پالاتینی دوگانه نظریات که است آن خاطر به این

کرد. استفاده یکدیگر جای به را دو این هم ارز به طور و نامید
این در آنگاه کرد توصیف X متغیر و متریک اساس بر را (۶۳ -۳) میدان معادله می توانیم همچنین

داریم صورت

Gµν =
۱
۲f(X)gµν − fX(X)Rµν + f ′(X)∇µ∇νX +

[
f ′′(X)− ۳

۲
(f ′(X))۲

fX(X)

]
∇µX∇νX

+
[
f ′(X)□X + f ′′(X)(∂X)۲

]
gµν + κ۲T, (۶۸ -۳)

شد خواهد زیر شکل به (۶۸ -۳) معادله رد حال می باشد. (∂X)۲ ≡ ∇αX∇αX آن در که

f ′(X)□X +

[
f ′′(X)− ۱

۲
(f ′(X))۲

fX(X)

]
(∂X)۲ +

۱
۳ [X + ۲f(X)− fX(X)R] = ۰. (۶۹ -۳)

است Rاینگونه پالاتینی اسکالر انحنای و R متریکی اسکالر انحنای بین رابطه که حالی در

R(X) = R+
۳
۲

[(
f ′(X)

fX(X)

)۲
− ۲□fX(X)

fX(X)

]
, (۷۰ -۳)

است. آمده دست به (۶۶ -۳) معادله ادغام طریق از که
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اسکالر-تانسوری نمایش ۱ -۲ -۳

اسکالر- نظریات شکل به را (۷۰ -۳) کنش ادامه در ،[۶۸ ،۶۷] پالاتینی و محض متریک مورد با مطابق
داریم آنگاه و دهیم انجام A دلخواه میدان تعریف با می توانیم را کار این می کنیم. بازنویسی تانسوری

S =
۱

۲κ۲

∫
d۴x
√
−g

[
ΩAR+ f(A) + fA(R−A)

]
+ Sm, (۷۱ -۳)

نظریه برای که است جفت شدگی ثابت ΩA همچنین و می باشد ماده کنش ،Sm و بوده fA ≡ df
dA آن در که

.[۶۶] است شده انتخاب ΩA = ۱ شکل به اصلی متریک-پالاتینی دوگانه
f ′′(R) باشیم= داشته که صورتی در پالاتینیRاست اسکالر انحنای با هم ارز دینامیکی میدانAبه طور

زیر روابط تعریف با حال .۰

ϕ ≡ fA, V (ϕ) ≡ AfA − f(A), (۷۲ -۳)

به می شود تبدیل (۷۱ -۳) کنش

S =
۱

۲κ۲

∫
d۴x
√
−g

[
ΩAR+ ϕR− V (ϕ)fA

]
+ Sm. (۷۳ -۳)

معادله به (۷۲ -۳) در V (ϕ) پتانسیل شکل که کنیم اشاره است بهتر میدان، معادلات به پرداختن از قبل
یعنی [۶۹] است معروف ۱ کلرو دیفرانسیلی

f(A) = hA− V (h), (۷۴ -۳)

داریم و می باشد خطی حل دارای که
∂V (fA)

∂fA
−A = ۰. (۷۵ -۳)

خواهیم هموستار و ϕ اسکالر میدان متریک، به نسبت ترتیب به (۷۳ -۳) کنش از وردش گیری با حال
داشت

ΩARµν + ϕRµν −
۱
۲(ΩAR+ ϕR− V )gµν = κ۲Tµν , (۷۶ -۳)

R− Vϕ = ۰, (۷۷ -۳)

∇̄α(
√
−gϕgµν) = ۰, (۷۸ -۳)

Clairaut’s differential equation ۱
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هموستار مستقل، هموستار که می دهد نشان (۷۸ -۳) معادله حل می باشد. Vϕ = V ′(ϕ) آن در که
ریچی اسکالر انحنای بین ارتباط بنابراین می شود. تعریف hµν = ϕgµν متریک با که می باشد لوی-چیویتا

می شود بازنویسی زیر شکل به پالاتینی و

Rµν = Rµν +
۳

۲ϕ۲∂µϕ∂νϕ−
۱
ϕ
(∇µ∇νϕ+

۱
۲gµν□ϕ), (۷۹ -۳)

اسکالر- نمایش به و شویم خلاص مستقل هموستار از تا شود استفاده (۷۳ -۳) کنش در می تواند که
داریم بنابراین .[۷۰] یابیم دست متریک-پالاتینی دوگانه نظریه تانسوری

S =
۱

۲κ۲

∫
d۴x
√
−g

[
(ΩA + ϕ)R+

۳
۲ϕ∂αϕ∂

αϕ− V (ϕ)

]
+ Sm. (۸۰ -۳)

اسکالر میدان آن در که می یابیم دست معروفی مورد به ،ϕ→ −(κϕ)۲/۶ جایگذاری با که است ذکر قابل
جمله که می شود باعث بازتعریف این است. شده جفت  خود-برهمکنش، پتانسیل با همدیس به طور
اسکالر- یک به تبدیل همدیس، به طور کنش، خود و درآید خود استاندارد شکل به (۸۰ -۳) کنش در جنبشی
که چرا نمی شود محسوب برنز-دیکی نظریه این البته می شود. اینشتین گرانش با شده جفت جرم دار میدان
دارد. وجود (۸۰ -۳) کنش طبق V (ϕ) صفر غیر پتانسیل حالت، این در اما است جرم بدون میدان، آن در

متریکی f(R) گرانش به ΩA →∞ حد در و پالاتینی f(R) گرانش به (۸۰ -۳) کنش ΩA → ۰ حد در
می گیرند قرار دوگانه رژیم در ΩAمتناهی، با نظریات عمومی ترین تکین، موارد این از جدای .[۷۰] می رسیم
در می کند. فراهم گرانشی نظریات از جدا کاملاً دسته دو بین فرد به منحصر درون یابی یک دیدگاه این از و

می شوند مشخص زیر بدیهی غیر جفت شدگی تابع با که رسیده ایم برنز-دیکی به شبیه نظریاتی به واقع،

wBD =
۳ϕ

۲ϕ− ۲ΩA
, (۸۱ -۳)

اسکالر-تانسوری نمایش با مطابق ترتیب به که هستند wBD = −۳
۲ و wBD = ۰ موارد دهنده تعمیم که

.[۷۱] می باشند پالاتینی f(R) گرانش و متریکی f(R) گرانش
نوشت می توان اینگونه را متریکی میدان معادله ،(۷۶ -۳) در (۷۹ -۳) و (۷۷ -۳) معادلات از استفاده با

(ΩA + ϕ)Rµν = κ۲(Tµν −
۱
۲gµνT ) +

۱
۲gµν(V +□ϕ) +∇µ∇νϕ−

۳
۲ϕ∂µϕ∂νϕ, (۸۲ -۳)

داریم ارز هم به طور یا و

(ΩA+ϕ)Gµν = κ۲Tµν+∇µ∇νϕ−□ϕgµν−
۳
۲ϕ∇µϕ∇νϕ+

۳
۴ϕ∇αϕ∇

αϕgµν−
۱
۲V gµν . (۸۳ -۳)
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توجه باید است. شده تولید ماده میدان و اسکالر میدان به واسطه فضا-زمان انحنای که می کنیم مشاهده
Gµν = κ۲T effµν یعنی اینشتین موثر میدان معادله عنوان به می تواند (۸۳ -۳) متریکی میدان معادله که کنید

می شود تعریف زیر شکل یه انرژی-تکانه تانسور آن در که شود نوشته

T effµν =
۱

۱ + ϕ

{
Tµν−

۱
κ۲

[
۱
۲gµν(V +۲□ϕ)+∇µ∇νϕ−

۳
۲ϕ∂µϕ∂νϕ+

۳
۴ϕgµν(∂ϕ)

۲
]}
. (۸۴ -۳)

مدل های چگونه می دهد نشان که شود پردازش متفاوت روش دو به می تواند اسکالری میدان معادله
می کنند. ترکیب را اسکالر-تانسوری مدل های در wBD = −۳

۲ و wBD = ۰ موارد فیزیکی جوانب دوگانه،
معادله استفاده با همچنین .−ΩAR − ϕR + ۲V = κ۲T در می یابیم (۷۶ -۳) معادله رد محاسبه با ابتدا

داشت خواهیم (۷۷ -۳)

۲V − ϕVϕ = κ۲T +ΩAR. (۸۵ -۳)

یک عنوان به می تواند ϕ میدان که می دهد نشان معادله این ( wBD = −۳
۲ ) پالاتینی مورد در مشابه به طور

پالاتینی مورد در اگرچه شود. تعریف ϕ = ϕ(X) یعنی X ≡ κ۲T + ΩaR شکل به اسکالری جبری تابع
ماده از جدیدی جملات وجود شامل (۸۲ -۳) معادله راست طرف می باشد. T از تابعی ϕ میدان محض،
بنابراین می باشد. نیز آن مشتقات انحنایRو شامل همچنین و است آن مشتقات و T رد با مرتبط که می شود
میدان های در هم و ماده میدان های در هم بالاتر مراتب مشتق گرانشی نظریه عنوان به می توان را نظریه این
(۸۵ -۳) معادله در زیر، رابطه با را R که وقتی کرد اجتناب می توان تفسیر این از اگرچه انگاشت. متریک

بگیریم نظر Rدر = Vϕ همچنین و کنیم جایگذاری

R = R+
۳
ϕ
□ϕ− ۳

۲ϕ۲∂αϕ∂
αϕ. (۸۶ -۳)

باشد، ΩA = ۱ که  هنگامی زیر دوم مرتبه تحول معادله به واسطه اسکالر میدان که در می یابیم بنابراین
است شده تعیین

−□ϕ+
۱
۲ϕ∂αϕ∂

αϕ+
ϕ[۲V − (۱ + ϕ)Vϕ]

۳ =
ϕκ۲

۳ T, (۸۷ -۳)

پالاتینی مورد خلاف بر که می دهد نشان  آخر عبارت است. موثر کلاین-گوردون معادله همان که
میکروسکوپی ناپایداری های تاثیر تحت نظریه این است. دینامیکی آن در اسکالر میدان ،(wBD = −۳

۲)
.[۷۲] نمی باشد است، فروسرخ تصحیح با پالاتینی مدل های از گرفته نشات که
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داریم و می پردازیم اینشتین چارچوب به نظریات این همدیس تبدیلات به سرانجام

ḡα ≡ (ϕ+ΩA)gα. (۸۸ -۳)

می شود زیر رابطه به تبدیل اینشتین چارچوب در لاگرانژی رو ازین

L̄ = R̄+
۳ΩA
۲ϕ

ḡαϕ,αϕ,β
(ϕ+ΩA)

− V (ϕ)

(ϕ+ΩA)۲
. (۸۹ -۳)

می کنیم تعریف زیر شکل به را ψ جدید میدان کانونی، شکل به رسیدن برای حال

ϕ = ΩA tan۲
(

ψ

۲
√

۳

)
. (۹۰ -۳)

می شود. اینشتین چارچوب در ویژه پتانسیل یک با کانونی اسکالر نظریه به تبدیل خلا، در نظریه این آنگاه

f(R,R) یافته تعمیم دوگانه گرانش ۳ -۳

[۷۳] بگیرید نظر در را f(R,R) گرانش یافته تعمیم متریک-پالاتینی دوگانه نظریه کنش

S =
۱

۲κ۲

∫ √
−gf(R,R)d۴x+ Sm(gµν , ψ). (۹۱ -۳)

است ماده کنش Sm و می باشد پالاتینی و ریچی اسکالر انحنای از تابعی f است واضح که همانطور
مستقل هموستار حسب بر نیز پالاتینی انحنای است. شده جفت gµν متریک با کمینه به طور ماده آن در که

است. شده داده (۶۱ -۳) معادله طبق Γ̄ α
µν

خواهیم زیر میدان معادلات به (۹۱ -۳) کنش از مستقل هموستار و متریک به نسبت وردش گیری با حال
رسید

∂f

∂R
Rµν +

∂f

∂R
− ۱

۲gµνf(R,R)− (∇µ∇ν − gµν□)
∂f

∂R
= κ۲Tµν , (۹۲ -۳)

∇̄α
(√
−g ∂f

∂R
gµν

)
= ۰. (۹۳ -۳)

که است hµν متریک تانسور لوی-چیویتا هموستار مستقل،  هموستار که می دهد نشان (۹۳ -۳) معادله
.hµν = ∂f

∂Rgµν یعنی است مرتبط gµν متریک به همدیس به طور در
دلخواه میدان دو کار، این برای که بنویسیم اسکالر-تانسوری نمایش با را (۹۱ -۳) کنش می توانیم حال

داریم بنابراین می کنیم، معرفی را B و A

S =
۱

۲κ۲

∫
Ω

√
−g

[
f(A,B) +

∂f

∂A
(R−A) + ∂f

∂B
(R−B)

]
d۴x+ Sm, (۹۴ -۳)
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اسکالر میدان دو حال رسید. خواهیم (۹۱ -۳) کنش همان به دوباره B = R Aو = R گرفتن نظر در با که
می کنیم تعریف زیر شکل به را

φ =
∂f

∂A
, ψ = − ∂f

∂B
, (۹۵ -۳)

شکل بدین باشد، مثبت باید اسکالر میدان جنبشی انرژي آنکه، دلیل به دوم تعریف منفی علامت آن در که
می شود تعریف زیر شکل به نمایش این در پتانسیل بعلاوه است. شده نوشته

V (φ,ψ) = −f(A,B) + φA− ψB. (۹۶ -۳)

با است برابر (۹۴ -۳) کنش هم ارز تعاریف، این با بنابراین

S =
۱

۲κ۲

∫
Ω

√
−g

[
φR− ψR− V (φ,ψ)

]
d۴x+ Sm, (۹۷ -۳)

داشت خواهیم hµν = −ψgµν انتخاب با که

R = R+
۳
ψ۲∂αψ∂

αψ − ۳
ψ
□ψ, (۹۸ -۳)

دست می آوریم به (۹۷ -۳) کنش در آن جایگذاری با که

S =
۱

۲κ۲

∫
Ω

√
−g

[
(φ− ψ)R− ۳

۲ψ∂αψ∂
αψ − V (φ,ψ)

]
d۴x+ Sm. (۹۹ -۳)

زیر حرکت معادلات به ψ و φ میدان های و متریک به نسبت (۹۹ -۳) کنش از وردش گیری با بنابراین
رسید خواهیم

(φ− ψ)Gµν = κ۲Tµν + (∇µ∇ν − gµν□)(φ− ψ)

+
۳

۲ψ∂µψ∂νψ +

(
۱
۲V +

۳
۴ψ∂αψ∂

αψ

)
gµν , (۱۰۰ -۳)

□φ+
۱
۳(۲V − ψVψ − φVφ) =

k۲T

۳ , (۱۰۱ -۳)

□φ− ۱
۲ψ∂αψ∂

αψ − ψ

۳ (Vφ + Vψ) = ۰, (۱۰۲ -۳)

می شود تعریف زیر شکل به Vψ و Vφ آن در که

Vφ ≡
∂V

∂φ
, Vψ ≡

∂V

∂ψ
. (۱۰۳ -۳)

ماده، با φ که معنی بدین می دهد، نشان اسکالر میدان های بین را مهمی تفاوت (۱۰۱ -۳) معادله
دنبال به که هنگامی واقعیت این نمی باشد. اینطور (۱۰۲ -۳) معادله در ψ که حالی در است شده جفت
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مربوطه، نتایج میان در می باشد. مهمی پیامدهای دارای می باشیم، ماده حضور در کیهان شناختی حل های
که وقتی حتی است، ممکن نیز تخت جهان های برای نمایی، شتابدار جوابهای آوردن دست به که می بینیم

نباشد. خلا در صرفاً کیهان شناسی مان

نتیجه گیری

،۱ -۱ -۳ بخش در ابتدا که شد آن بر سعی پایان نامه، این از بهتر آشنایی و درک به رسیدن برای ،۳ فصل در
چارچوب بین اختلاف و همدیس تبدیلات ابتدا کار این برای بپردازیم. اسکالری-تانسوری نظریات به
پرداخته اسکالر-تانسوری نظریه توصیف به ،۲ -۱ -۳ بخش در سپس و دادیم توضیح را جوردن و اینشتین
به را آن از حاصل میدان معادلات و کردیم بیان تفصیل به را برنز-دیکی نظریه آن، از مثالی عنوان به و

آوردیم. دست
نمایش تعریف با و پرداختیم متریک-پالاتینی دوگانه گرانش نظریه از کاملی شرح به ۲ -۳ بخش در
توصیف را نظریه این کیهان شناختی معادلات نهایت در و میدان معادلات توانستیم آن، از اسکالر-تانسوری

کردیم. تعریف را f(R,R) تعمیم یافته دوگانه گرانش نمونه، عنوان به نیز فصل این انتهای در کنیم.



۴ فصل

یافته تعمیم متریک-پالاتینی دوگانه نظریه
f (R, Lm)

بر تعمیمی می توان را نظریه این می پردازیم. f(R, Lm) نظریه مهم وجوه از برخی به ابتدا فصل، این در
این در بنابراین کردیم. معرفی را آن ،۲ -۳ بخش در که گرفت نظر در f(R) متریک-پالاتینی دوگانه نظریه
هموستار از حاصل انحنای بین که پرداخت خواهیم متریک-پالاتینی دوگانه نظریه از تعمیمی به فصل
خواهیم مطالعه اخیر کیهان روی را آن نتایج و دارد وجود غیرکمینه و کمینه برهم کنش باریونی ماده و آفین
نمایش ادامه در و آورده دست به را آن از حاصل میدان معادلات و کنش هدف، این به رسیدن برای کرد.
نهایت در و کرده بررسی را آن جوردن و اینشتین چارچوب های در و می کنیم معرفی را آن اسکالر-تانسوری
کرد. خواهیم مقایسه کیهان شناختی و اخترفیزیکی مشاهدات با را نتایج کیهان شناسی، معادلات استخراج با

کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴- ۱ تعریف

می کنیم شروع زیر کمینه غیر کنش با ابتدا

S =

∫
d۴x
√
−g

{
κ۲(R+ f(R, Lm))

}
+ Sm, (۱ -۴)

و بوده لوی-چیویتا هموستار به وابسته ریچی اسکالر انحنای R جمله است، κ۲ ≡ ۸πG آن در که
(۲ -۳) رابطه طبق ،Γ̄ α

µν مستقل هموستار براساس که می باشد پالاتینی انحنای R ≡ gµνRµν همچنین

۱۰۷



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۰۸- ۱. تعریف

می آوریم دست به را آن حرکت معادله متریک، به نسبت (۱ -۴) کنش از وردش گیری با حال است. شده داده
داریم و

δS =

∫
d۴x
√
−g

{
κ۲(Rµνδg

µν − ۱
۲gµνRδg

µν + fR(R, Lm)Rµνδgµν

+
۱
۲gµνLmfLm(R, Lm)δgµν −

۱
۲Tµνδg

µν − ۱
۲gµνf(R, Lm)δg

µν

}
+

∫ ۱√
−g

δ(
√
−gLm)
δgµν

.

(۲ -۴)

می شود نوشته زیر شکل به میدان معادله (۲ -۴) کنش کردن کمینه با

Gµν + fR(R, Lm)Rµν +
۱
۲gµνLmfLm(R, Lm)

− ۱
۲gµνf(R, Lm) =

(
۱ + κ۲fLm(R, Lm)

۲κ۲

)
Tµν . (۳ -۴)

(همانطور Γ̄ α
µν مستقل هموستار به نسبت وردش محاسبه با یعنی پالاتینی رهیافت از استفاده با همچنین

داشت خواهیم (۱ -۴) کنش از شد) گفته ۲ -۳ -۱ بخش در که

∇̄α
(√
−gfR(R, Lm)gµν

)
= ۰. (۴ -۴)

در متریک و می باشد لوی-چیویتا هموستار همان مستقل، هموستار که می دهد نشان فوق معادله حل
در همدیس ضریب کننده مشخص fR(R, Lm) و است شده تعریف gµν = fR(R, Lm)ḡµν شکل به آن

است. اینشتین چارچوب

غیرکمینه مدل اسکالر-تانسوری نمایش ۱ -۱ -۴

کنیم بازنویسی زیر شکل به B و A دلخواه میدان دو تعریف با می توانیم را (۱ -۴) کنش

S =

∫
d۴x
√
−g

{
κ۲(R+ f(A,B) + fA(R−A) + fB(Lm −B) + Lm)

}
, (۵ -۴)

این که است شده اتخاذ B = Lm و A = R شکل به B و A میدان های برای حرکت معادله آن در که
می کند ایجاب خود

fAA(A,B)fBB(A,B)− (fAB(A,B))۲ ̸= ۰. (۶ -۴)

می شوند تبدیل زیر شکل به (۵ -۴) کنش ،ψ = fB و ϕ = fA اسکالر میدان دو تعریف با حال

S =

∫
d۴x
√
−g

{
κ۲(R+ ϕR+ ψLm − V (ϕ, ψ)) + Lm

}
, (۷ -۴)



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۰۹- ۱. تعریف

است شده تعریف زیر شکل به V (ϕ, ψ) پتانسیل آن در که

V (ϕ, ψ) ≡ −f(A(ϕ, ψ), B(ϕ, ψ)) + ϕA(ϕ, ψ) + ψB(ϕ, ψ). (۸ -۴)

fA = داریم مثال عنوان به می باشد مشتق دهنده نشان فوق روابط در شده اتخاذ زیروندی نمادگذاری
.df/dA

ترتیب، به مستقل هموستار و متریک به نسبت (۷ -۴) کنش از ورد ش گیری با قبل رویه همانند حال
می آوریم دست به را زیر میدان معادلات

Gµν + ϕRµν +
۱
۲gµνψLm −

۱
۲gµνf(R, Lm) =

(
۱ + κ۲ψ

۲κ۲

)
Tµν , (۹ -۴)

∇̄α
(√
−gϕgµν

)
= ۰, (۱۰ -۴)

معادله حل با است. شده جفت ماده لاگرانژی چگالی با کمینه غیر به طور ψ اسکالر میدان آن در که
خواهد زیر شکل به نظریه این در پالاتینی و ریچی اسکالر انحنای دو بین ارتباط که در می یابیم (۱۰ -۴)

شد

Rµν = Rµν +
۳

۲ϕ۲ (∂ϕ)
۲ − ۱

ϕ

(
∇µ∇νϕ+

۱
۲gµν□ϕ

)
, (۱۱ -۴)

داشت خواهیم (۷ -۴) کنش در فوق رابطه جایگذاری با اکنون می باشد، (∂ϕ)۲ ≡ gµν∂µϕ∂νϕ آن در که

S =

∫
d۴x
√
−g

{
κ۲(R+ ϕR+

۳
۲ϕ(∂ϕ)

۲ − ۳□ϕ+ ψLm − V (ϕ, ψ)) + Lm

}
. (۱۲ -۴)

می آوریم دست به بنابراین است کامل مشتق فوق کنش در چهارم جمله که آنجا از

S =

∫
d۴x
√
−g

{
κ۲

(
(۱ + ϕ)R+

۳
۲ϕ(∂ϕ)

۲ + (۱ + κ۲ψ)Lm − V (ϕ, ψ)

)}
. (۱۳ -۴)

نسبت وردش گیری با ادامه در و می شود فوق شکل به ،(۱ -۴) کنش اسکالر-تانسوری نمایش بنابراین
می  شود نوشته زیر شکل به حرکت معادله آن از متریک به

(۱ + ϕ)Gµν −
۳
۴ϕgµν∇αϕ∇

αϕ+
۳
۲ϕ∇µϕ∇νϕ

+ gµν□ϕ−∇µ∇νϕ+
۱
۲gµνV (ϕ, ψ) =

(
۱ + κ۲ψ

۲κ۲

)
Tµν . (۱۴ -۴)

می یابیم دست زیر معادلات ψبه و ϕ اسکالر میدان  های به نسبت ،(۱۳ -۴) کنش از وردش گیری با طرفی از

R− ۳
ϕ
□ϕ+

۳
۲ϕ۲∇αϕ∇

αϕ− Vϕ(ϕ, ψ) = ۰, (۱۵ -۴)

Lm − Vψ(ϕ, ψ) = ۰, (۱۶ -۴)



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۱۰- ۱. تعریف

می باشند. Vψ(ϕ, ψ) ≡ ∂V (ϕ,ψ)
∂ψ و Vϕ(ϕ, ψ) ≡ ∂V (ϕ,ψ)

∂ϕ آن در که
بنابراین می باشد ψ اسکالر میدان و ماده بین خطی غیر برهمکنش دارای مدل این که است واضح پر
قابل می تواند، این .( ∇µTµν ̸= ۰ (یعنی ندارد وجود انرژی-تکانه تانسور بقای رابطه حالت این در
است رویت قابل خوبی به انرژی-تکانه تانسور بقای ،FLRW کیهان شناسی مورد در که چرا باشد توجه
انرژی-تکانه تانسور (عدم)بقای محاسبه سراغ به حال می باشد. پتانسیل شکل از مستقل موضوع این و
کنیم، محاسبه را (۱۴ -۴) متریکی حرکت معادله هم وردای دیورژانس کافی است کار این برای می پردازیم

داشت خواهیم صورت این در

∇µTµν =
κ۲

۱ + κ۲ψ

[
Tµν∇µψ − Lm∇νψ

]
. (۱۷ -۴)

معادلات محاسبه به ادامه در می باشد. ما مدل  در بررسی قابل دینامیک دهنده نشان متأخر، معادله چهار
می پردازیم. روابط این از حاصل کیهان شناختی

کمینه غیر حالت در f(R, Lm) مدل کیهان شناسی ۲ -۱ -۴

استخراج به و می گیریم وام مفاهیم آن از بخش این در حال پرداختیم، کیهان شناسی مفاهیم به ۲ فصل در
مختصات در FLRW متریک از اول وهله در می پردازیم. مطالعه مورد مد ل  در کیهان شناختی معادلات

داریم آن خط المان برای رو ازین می کنیم. استفاده ۱ کروی قطبی

ds۲ = −dt۲ + a۲(t)
[
dx۲ + dy۲ + dz۲] (۱۸ -۴)

شده نوشته زیر شکل به انرژی-تکانه تانسور طرفی از

Tµν = (P + ρ)UµUν + Pgµν , (۱۹ -۴)

می شود تعریف زیر شکل به کامل، سیال گرفتن نظر در با که

Tµν = diag(−ρ, P, P, P ). (۲۰ -۴)
کرد. نخواهد اعمال نتیجه در تفاوتی هیچ دکارتی، مختصات از ۱استفاده



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۱۱- ۱. تعریف

کیهان شناختی معادلات به (۱۴ -۴) متریکی حرکت معادله در (۲۰ -۴) و (۱۸ -۴) روابط از استفاده با
قراراند ازین ترتیب به که می یابیم دست ریچادوری و فریدمان یافته تعمیم

۳H۲ =
۱

۱ + ϕ

[
۱ + κ۲ψ

κ۲ ρ+
V (ϕ, ψ)

۲ − ۳Hϕ̇− ۳
۴
ϕ̇۲

ϕ

]
, (۲۱ -۴)

۲Ḣ =
۱

۱ + ϕ

[
− ۱ + κ۲ψ

۲κ۲ (P + ρ) +Hϕ̇+
۳
۲
ϕ̇۲

ϕ
− ϕ̈

]
, (۲۲ -۴)

نشان نقطه، نمادگذاری همچنین Lmو = −ρ کردیم استفاده ماده لاگرانژی چگالی تعریف این از آن در که
و ϕ اسکالر میدان های معادلات برای همچنین .∂/∂τ یعنی می باشد τ بعد بی زمان به نسبت مشتق دهنده

داریم ψ

H۲ = −۲Ḣ − ۳
۴
ϕ̇

ϕ
+

۱
۸

(
ϕ̇

ϕ

)۲
− ۴ ϕ̈

ϕ
+
Vϕ
۱۲ , (۲۳ -۴)

ρ+ Vψ = ۰. (۲۴ -۴)

می شود تعریف اینگونه مدل، این در (عدم)بقا رابطه

۳H(P + ρ) + ρ̇ = − κ۲ψ̇

۱ + κ۲ψ
(Lm + ρ). (۲۵ -۴)

داریم رو ازین می ماند. پایسته فوق، معادله که درمی یابیم ،Lm = −ρ شرط اعمال تحت

۳H(P + ρ) + ρ̇ = ۰. (۲۶ -۴)

را (۱ + κ۲ψ) جمله که است این هم آن و کرد استفاده نیز دیگر بدیل یک از می توان که است ذکر به لازم
نیوتون ثابت کار این برای باشد. ثابت ψ میدان که می شود ارضا شرایطی تحت این که بگیریم نظر در صفر
متریک-پالاتینی گرانش استاندارد مدل به (۱ -۴) کنش شرایط این تحت که می کنیم تعریف را جدیدی

می شود تعریف زیر شکل به مدل این در جدید لاگرانژی چگالی و می شود تبدیل

L′
m =

Lm

۱ + κ۲ψ
. (۲۷ -۴)

ما حال هر به می کنیم. نظر صرف آن کامل ارائه از بنابراین نیست برخوردار زیادی اهمیت از مدل این
می باشد. پتانسیل انتخاب از مستقل این و می ماند پایسته ماده که کردیم فرض

قرار بررسی مورد ما مدل  در را عالم دینامیک می توانیم (۲۵ -۴) تا (۲۱ -۴) معادلات با کلی به طور
رابطه به توجه با را ضربی و خطی پتانسیل متفاوت شکل دو غیرکمینه، حالت برای ادامه در حال دهیم.

می دهیم. قرار خود کنکاش مورد ،(۸ -۴)



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۱۲- ۱. تعریف

غیرکمینه حالت برای خطی پتانسیل مدل

داریم V (ϕ, ψ) پتانسیل برای آنگاه ،f(A,B) = αA+ βB تابع برای اول مرتبه تا خطی بسط فرض با

V (ϕ, ψ) = −αA− βB + αA+ βB = ۰, (۲۸ -۴)

در فوق پتانسیل از استفاده با که است ذکر قابل شده اند. تعریف fB = ψ = β و fA = ϕ = α آن در که
میدان  می گیریم، نظر در صفر را پتانسیل که حالتی در رو ازین و است ρ = ۰ که درمی یابیم (۲۴ -۴) معادله
شرایط، این اعمال تحت . کنیم صفر را آن ها که می کنیم سعی ابتدا بنابراین باشیم. داشته نمی توانیم ماده

می شوند بازنویسی زیر شکل به یافته تعمیم (۲۲ -۴) ریچادوری و (۲۱ -۴) فریدمان معادلات

۳H۲ = − ۱
۱ + ϕ

[
ϕ̇

۴ϕ(۴Hϕ+ ϕ̇)

]
, (۲۹ -۴)

Ḣ = − ۱
۱ + ϕ

[
۲Hϕ̇− ϕ̇H − ϕ̇۲

ϕ
+ ϕ̈

]
. (۳۰ -۴)

داریم نیز ϕ میدان معادله برای همچنین و

H۲ = −۲Ḣ − ۳
۴
ϕ̇

ϕ
+

۱
۸

(
ϕ̇

ϕ

)۲
− ۴ ϕ̈

ϕ
. (۳۱ -۴)

در ویژگی یک این که می شود حذف ما مدل  از ،ψ اسکالر میدان ماده، بخش گرفتن نادیده با بنابراین
است. ماده میدان بدون متریک-پالاتینی دوگانه نظریه با مشابه این و است ماده میدان بدون کمینه، حالت
ترکیب می آوردیم. دست به را ϕ و H متغیرهای حل برای لازم معادلات گفته هایمان، به توجه با حال

می شود بازنویسی زیر شکل به (۳۱ -۴) و (۳۰ -۴) ،(۲۹ -۴) معادلات از خطی

Ḣ =
(۲Hϕ+ ϕ̇)۲

۲ϕ . (۳۲ -۴)

احتیاج تنها ϕ و H متغیرهای حل برای بنابراین می باشد وابسته ،(۳۰ -۴) معادله چون که کنیم توجه باید
به بنابراین نیست، درست معادلات این دوسیته حل که آنجا از داریم. (۳۱ -۴) و (۲۹ -۴) معادلات به
باشد منفی باید ϕ اسکالر میدان که است بدیهی ،(۲۹ -۴) فریدمان معادله از می پردازیم. آن تحلیلی حل

داشت خواهیم H هابل پارامتر برای معادله این حل برای فرض، این با بنابراین

H = − ϕ̇

۲(ϕ−
√
ϕ)
. (۳۳ -۴)

می شود نوشته زیر شکل به حاکم معادله جواب، این با

(۱ + ۴
√
ϕ)ϕ̇۲ − ۲(۱ +

√
ϕ)ϕϕ̈ = ۰, (۳۴ -۴)



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۱۳- ۱. تعریف

و می شود تعریف ϕ = ϕ̃۲(t) شکل به جدیدی تابع فوق معمولی دیفرانسیلی معادله ساده سازی برای که
دو و می باشد ،ϕ̃ = ۰ بدیهی جواب یک که داشت خواهیم جواب سه جدید تابع این به نسبت آن حل با

اینگونه اند دیگر جواب

ϕ̃ =
−۲(tc۱ + c۱c۲)±

√
۲√−tc۱ − c۱c۲

۲(tc۱ + c۱c۲)
, (۳۵ -۴)

این با که بگیریم نظر در را مثبت جواب که است محتمل تر می باشند. ثابت ضریب c۲ و c۱ آن در که
پارامتر برای آمده دست به عبارت نهایت در باشند. c۱ > ۰ و c۱ < ۰ باید باشد مثبت ϕ̃ که آن برای فرض،

می شود نوشته زیر شکل به هابل

H = −
˙̃
ϕ

۱ + ϕ̃
. (۳۶ -۴)

آورد خواهیم دست به نهایتاً (۳۶ -۴) معادله در ϕ̃ برای (۳۵ -۴) حل جایگذاری با

H = − ۱
۲t+ ۲c۲

. (۳۷ -۴)

که آنجا از ولی می باشد تابش-غالب جهان کننده توصیف و ندارد c۱ ضریب به وابستگی فوق رابطه
نمی باشد. بررسی و استناد قابل کارمان ادامه برای پس کند توصیف را عالم تندشونده شتاب نمی تواند

غیرکمینه حالت برای ضربی پتانسیل مدل

صورت این در که می گیریم نظر در را f(A,B) = αA − βA(−B)n شکل به f(A,B) تابع بسط ابتدا
می شود بازنویسی زیر شکل به ،(۸ -۴) پتانسیل

V (ϕ, ψ) = −ψ
(
α− ϕ
β

) ۱
n

, (۳۸ -۴)

می باشند. fB = ψ = βnA(−B)n−۱ و fA = ϕ = α− β(−B)n آن در که
تعمیم یافته ریچادوری و (۲۱ -۴) فریدمان معادلات در (۳۸ -۴) ضربی پتانسیل جایگذاری با حال

داشت خواهیم (۲۲ -۴)

۳H۲ =
۱

۱ + ϕ

[
۱ + κ۲ψ

κ۲ ρ− ψ

۲

(
α− ϕ
β

) ۱
n

− ۳Hϕ̇− ۳
۴
ϕ̇۲

ϕ

]
, (۳۹ -۴)

۲Ḣ =
۱

۱ + ϕ

[
− ۱ + κ۲ψ

۲κ۲ (P + ρ) +Hϕ̇+
۳
۲
ϕ̇۲

ϕ
− ϕ̈

]
. (۴۰ -۴)



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۱۴- ۱. تعریف

داریم ترتیب به ψ و ϕ اسکالر میدان معادلات برای ،(۳۸ -۴) ضربی پتانسیل از استفاده با همچنین

H۲ = −۲Ḣ − ۳
۴
ϕ̇

ϕ
+

۱
۸

(
ϕ̇

ϕ

)۲
− ۴ ϕ̈

ϕ
+

ψ

۱۲βn

(
α− ϕ
β

) ۱−n
n

, (۴۱ -۴)

ρ−
(
α− ϕ
β

) ۱
n

= ۰. (۴۲ -۴)

با بنابراین است مربوط انرژی چگالی به خطی به طور ϕ اسکالر میدان که درمی یابیم ،(۴۲ -۴) معادله از
داریم آن حل

ϕ(t) = α− βρn(t). (۴۳ -۴)

w = P/ρ شکل به را حالت معادله پارامتر می توانیم می ماند، پایسته (۲۶ -۴) معادله آنکه دلیل به همچنین
می آوریم دست به ρ انرژی چگالی دوم و اول مرتبه مشتق برای بنابراین کنیم. تعریف

ρ̇ = −۳H(ρ+ wρ), (۴۴ -۴)

ρ̈ = ۳(۱ + w)ρ

[
۳(۱ + w)H۲ − Ḣ

]
. (۴۵ -۴)

تا (۳۹ -۴) روابط در ،(۴۳ -۴) معادله از استفاده با و فوق معادلات جایگذاری با که است ذکر به لازم
یک ρ آن در که داریم مجهول دو و معادله سه تنها که درمی یابیم ،(۲۶ -۴) بقای معادله همچنین و (۴۲ -۴)
شکل می توان که است واضح حال باشد. دیگری به وابسته باید آن ها از یکی رو ازین است. مستقل متغیر

آورد دست به را ρ تابعی

ρ(t) = ۶H۲
۰κ

۲Ωm۰a
−۳(۱+w)(t). (۴۶ -۴)

کنیم محاسبه را ψ اسکالر میدان جبری شکل می توانیم نیز (۴۱ -۴) معادله از

ψ(t) = βnρn−۱(t)

{
۱۲H۲(t) + ۶Ḣ(t) +

۹βn(۱ + w)ρn(t)

۲(α− βρn(t))۲[
۳H۲(t)

(
− ۲α(n− ۱ + nw) + β(n− ۲ + nw)ρ۲(t)

)
+ ۲(α− βρn(t))Ḣ(t)

]}
.

(۴۷ -۴)
می آید دست به ،(۳۹ -۴) یافته تعمیم فریدمان معادله حل با که می رویم هابل پارامتر محاسبه سراغ به حال

است اینگونه آن شکل و

H(t) =

√
۲
۳
√
ρ(t)

κ
√

۴α۲+βρn(t)(−۴+β(۲−۳n(۱+w))۲ρn(t))+۴α(۱+β(−۲+۳n(۱+w))ρn(t))
α−βρn(t)

. (۴۸ -۴)



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۱۵- ۱. تعریف

حال می باشند. بخش این اصلی معادلات ،(۴۸ -۴) و (۴۷ -۴) ،(۴۶ -۴) ،(۴۳ -۴) رابطه چهار بنابراین
و معادله چهار این سازی بی بعد همچنین و P = ۰ یا w = ۰ حالت پارامتر با جهانی گرفتن نظر در با

داشت خواهیم هابل پارامتر برای سرخ، به انتقال مختصات دستگاه به آن انتقال

h(z) =
۲(۱ + z)

۳
۲
√
Ωm۰

√
α− β(۱ + z)۳nΩnm۰√

۴α(۱ + α) + ۴β(−۱ + α(−۲ + ۳n))(۱ + z)۳nΩnm۰ + β۲(۲− ۳n)۲(۱ + z)۶nΩ۲n
m۰

.

(۴۹ -۴)

داریم ψ و ϕ اسکالر میدان های معادلات برای ترتیب به همچنین

ϕ(z) = α− β(۱ + z)۳nΩnm۰, (۵۰ -۴)

ψ(z) = −
βn

( ۱
۱+z

)۳−۳n
Ωn−۱
m۰ h(z)

۴κ۲(α( ۱
۱+z

)۳n − βΩnm۰
)۲

{
h(z)

[
− ۸α۲

(
۱

۱ + z

)۶n

+ ۲αβ(۸ + ۹(n− ۱)n)
(

۱
۱ + z

)۳n
Ωnm۰ − β۲(۸ + ۹(n− ۲)n)Ω۲n

m۰

]
+ ۲(۱ + z)h′(z)

[
α

(
۱

۱ + z

)۳n
− βΩnm۰

][
۲α

(
۱

۱ + z

)۳n
+ β(۳n− ۲)Ωnm۰

]}
.

(۵۱ -۴)

می شود نوشته زیر شکل به (۴۶ -۴) معادله نهایت، در و

ρ(t) =
۶H۲

۰κ
۲Ωm۰

a۳(t)
. (۵۲ -۴)

زیر شکل به که کنیم محاسبه را α ضریب مقدار می توانیم ،(۴۹ -۴) رابطه از ،z = ۰ فرض با همچنین
می شود تعریف

α =
۱
۲

(
Ωm۰ − ۱− β(۳n− ۲)Ωnm۰ +

√
(Ωm۰ − ۱)(Ωm۰ − ۱− ۶βnΩnm۰)

)
. (۵۳ -۴)

دست به متأخر معادلات از استفاده با بنابراین می باشد. (۴۹ -۴) معادله در جایگذاری قابل فوق رابطه
کنیم. محاسبه ضربی پتانسیل با غیرکمینه حالت در را کیهان دینامیک می توانیم آمده

Ωm۰ و H کیهان شناختی پارامترهای همچنین و ما مدل  در n و β ،α ضرایب مقدار محاسبه برای حال
که حالتی در می گیریم. کمک شده اند جمع آوری [۹۹] مرجع در که هابل پارامتر به مربوط داده های از

می شود تعریف زیر صورت به احتمال تابع باشند، مستقل داده ها

L = L۰ exp(−
χ۲

۲ ), (۵۴ -۴)



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۱۶- ۱. تعریف

داریم خطا تابع برای و است بهنجارش ثابت یک L۰ آن در که

χ۲ =
∑
i

(
Oi − Ti
σi

)۲
(۵۵ -۴)

هستند. نظری داده های Ti و آن ها خطای همراه به رصدی داده های σi و Oi که
صورت به ۱σ خطای همراه به مدل پارامتر های برای مقادیر بهترین (۵۴ -۴) احتمال تابع کردن بیشینه با

می آیند دست به زیر

H۰ = ۷۰٫۹۷۶۰٫۰۹۶۰
۰٫۰۹۲۰, Ωm۰ = ۰٫۲۷۲۰٫۰۰۹۴

۰٫۰۰۹۷, α = ۰٫۳۶۹۰٫۰۰۰۶
۰٫۰۰۰۳

β = ۱٫۵۸۳۰٫۰۰۹۹
۰٫۰۰۹۹, n = ۰٫۷۲۶۰٫۰۰۸۴

۰٫۰۰۸۶. (۵۶ -۴)

همچنین کرده ایم. رسم مدل این در را کندشوندگی پارامتر همچنین و هابل پارامتر تحول و شکل های در
است. مشاهده قابل ΛCDM مدل پیش بینی و آن ها خطای همراه به هابل داده های

پارامتر به نسبت کندشوندگی پارامتر نمودار :۲ -۴ شکل
نشان دهنده نمودار این در چین نقطه .z سرخ به انتقال

می باشد. ΛCDM مدل از حاکی خط، و بوده ما مدل 

پارامتر به نسبت هابل پارامتر تحول نمودار :۱ -۴ شکل
نشان دهنده نمودار این در چین نقطه .z سرخ به انتقال

می باشد. ΛCDM مدل از حاکی خط، و بوده مدل ما

مدل با مطالعه مورد مدل  در هابل پارامتر که درمی یابیم ۱ -۴ شکل  بررسی با است مشهود که همانطور
،۰٫۱ < z < ۰٫۶ در که می بینیم مثال عنوان به است. هم رفتار توجه ای قابل حد تا ΛCDM استاندارد
در که می بینیم ،۲ -۴ شکل به توجه با دارد. هم پوشانی ΛCDM با هابل ثابت مقدار پیش بینی در ما مدل 
بیشتر معنی به خود این که است بیشتر ΛCDM به نسبت ما مدل  در کندشوندگی پارامتر یعنی حال زمان
یعنی می رویم پیش z بالاتر مقادیر سمت به هرچه و می باشد f(R, Lm) غیرکمینه مدل در شتاب بودن

می کند. پیش بینی را عالم کندشونده تر یافته مان، تعمیم مدل ،۲٫۵ < z < ۳٫۰

است، انحنا با غیرکمینه برهمکنش کننده توصیف و دارد اشاره ϕ اسکالر میدان به که ،۳ -۴ شکل در
که است آن معنی به این که می یابد کاهش ϕ مقدار ،z سرخ به انتقال پارامتر افزایش با که می کنیم مشاهده



کمینه غیر حالت در کیهان شناختی معادلات و کنش ۴۱۱۷- ۱. تعریف

پارامتر به نسبت ψ اسکالر میدان نمودار :۴ -۴ شکل
نشان دهنده نمودار این در چین نقطه .z سرخ به انتقال

می باشد. ΛCDM مدل از حاکی خط، و بوده ما مدل

پارامتر به نسبت ϕ اسکالر میدان نمودار :۳ -۴ شکل
نشان دهنده نمودار این در چین نقطه .z سرخ به انتقال

می باشد. ΛCDM مدل از حاکی خط، و بوده ما مدل 
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به نسبت ما مدل  ضرایب و پارامتر ها مقایسه نمودار :۵ -۴ شکل
یکدیگر.

این گذشته زمان در و می شود کم تر و کم انحنا با ϕ میدان برهمکنش می شویم نزدیک تر حال زمان به هرچه
است، ماده با ψ اسکالر میدان برهمکنش کننده توصیف که نیز ۴ -۴ شکل در می یابد. افزایش برهمکنش
زمان به نزدیک مقادیر در و می کند پیدا کاهش ماده با ψ برهمکنش می رویم، گذشته به هرچه که درمی یابیم

می باشیم. برهمکنش این کاهش شاهد آن، از بیشتر و کنونی



کمینه جفت شدگی حالت .۲ -۴۱۱۸

کمینه جفت شدگی حالت ۲ -۴

می کنیم استفاده کمینه جفت شدگی حالت توصیف برای زیر کنش از

S =

∫
d۴x
√
−g

{
κ۲(R+ f۱(R) + f۲(Lm))

}
+ Sm. (۵۷ -۴)

همانند دارد. وجود کمینه Lmبرهم کنش لاگرانژی چگالی پالاتینیRو اسکالر انحنای بین که است واضح
ترتیب به آنگاه می گیریم. وردش متریک، از مستقل هموستار و متریک به نسبت فوق کنش از ابتدا قبل رویه

داشت خواهیم

Gµν −
۱
۲gµνf۱(R)−

۱
۲gµνf۲(Lm) + fR(R)Rµν

+ gµν□fR(R)−∇µ∇νfR(R) =
(

۱ + κ۲fLm(Lm)

۲κ۲

)
Tµν , (۵۸ -۴)

∇̄α
(√
−gϕgµν

)
= ۰. (۵۹ -۴)

(۱۱ -۴) معادله با ریچی و پالاتینی انحنای تانسور بین ارتباط غیرکمینه، مورد همانند ،(۵۹ -۴) رابطه از
آن از اسکالر-تانسوری شکل به ،(۵۷ -۴) کنش در (۱۱ -۴) رابطه رد جایگذاری با بنابراین می شود. داده

می یابیم دست

S =

∫
d۴x
√
−g

{
κ۲

[
(۱ + ϕ)R+

۳
۲ϕ(∂ϕ)

۲ + f۲(Lm)− V (ϕ)

]}
+ Sm, (۶۰ -۴)

و می کند تبعیت کلرو معادله از که است شده اتخاذ V (ϕ) ≡ AfA − f(A) شکل به پتانسیل آن در که
.ϕ = fA است شده تعریف اینگونه نیز ϕ اسکالر میدان

از حرکت معادلات استخراج سراغ به یافتیم، دست کمینه مدل اسکالر-تانسوری نمایش به که حال
منجر که می گیریم وردش  ϕ اسکالر میدان و متریک به نسبت (۶۰ -۴) کنش از کار این برای می رویم. آن

می شود زیر روابط به

(۱ + ϕ)Gµν −
۳
۴ϕgµν∇αϕ∇

αϕ+
۳
۲ϕ∇µϕ∇νϕ+ gµν□ϕ

−∇µ∇νϕ+
۱
۲gµνV (ϕ) +

۱
۲gµνLmf۲,Lm

− ۱
۲gµνf۲ =

(۱ + κ۲f۲,Lm

۲κ۲

)
Tµν , (۶۱ -۴)

R− ۳
ϕ
□ϕ+

۳
۲ϕ۲∇αϕ∇

αϕ− Vϕ(ϕ) = ۰. (۶۲ -۴)



کمینه جفت شدگی حالت .۲ -۴۱۱۹

انرژی- تانسور (عدم)بقای رابطه به ،(۶۱ -۴) متریکی حرکت معادله هم وردای دیورژانس محاسبه با همچنین
می یابیم دست تکانه

∇µTµν =
κ۲

۱ + κ۲f۲,Lm

[
Lm∇νLmf

′′

۲ − Tνµ∇
µLmf

′′

۲

]
, (۶۳ -۴)

بازنویسی زیر شکل به و کرد ساده سازی می توان را فوق رابطه است. شده تعریف f ′′

۲ = d۲f۲
dL ۲

m
آن در که

کنیم

∇µTµν =
κ۲

۱ + κ۲f۲,Lm

[
gµνLm − Tµν

]
∇µf ′۲, (۶۴ -۴)

.∇µ(T µ
ν f ′۲(Lm)) = ∇µT

µ
ν f ′۲ − Tνµ∇

µLmf
′′
۲ که جستیم سود نکته این از آن در که

کیهان شناختی معادلات استخراج به آوردیم، دست به کمینه حالت در را میدان معادلات شالوده که حال
می پردازیم. آن

کمینه حالت در f(R, Lm) مدل کیهان شناسی ۱ -۲ -۴

سیال از که تعریفی و FLRW متریک از استفاده با گرفتیم پیش در ۲ -۱ -۴ بخش در که رهیافتی همانند
داشت خواهیم و می رسیم حالت این در یافته تعمیم ریچادوری و فریدمان معادلات به داشتیم کامل

۳H۲ =
۱

۱ + ϕ

{(۱ + κ۲f۲,Lm

κ۲

)
ρ− ۳Hϕ̇− ۳ϕ̇۲

۴ϕ +
۱
۲LmfLm −

۱
۲fLm

+
V

۲

}
, (۶۵ -۴)

۲Ḣ =
۱

۱ + ϕ

{
−
(۱ + κ۲f۲,Lm

۲κ۲

)
(P + ρ) +Hϕ̇+

۱۵ϕ̇
۴ϕ + ϕ̈

}
. (۶۶ -۴)

داریم حالت این در (۶۴ -۴) (عدم)بقای رابطه و (۶۲ -۴) ϕ اسکالر میدان معادله برای همچنین

H۲ = −۲Ḣ − ۳
۴
ϕ̇

ϕ
+

۱
۸

(
ϕ̇

ϕ

)۲
− ۴ ϕ̈

ϕ
+
Vϕ
۱۲ , (۶۷ -۴)

۳H(P + ρ) + ρ̇ = − κ۲

۱ + κ۲fLm

(Lm + ρ)L̇mf
′′. (۶۸ -۴)

ازین می شود، (۶۸ -۴) رابطه در ماده پایستگی باعث ،Lm = −ρ شکل به ماده لاگرانژی چگالی انتخاب
به می رسیم رو

(۱ + κ۲f ′(−ρ))[۳H(P + ρ)] = ۰, (۶۹ -۴)



کمینه جفت شدگی حالت .۲ -۴۱۲۰

داشت خواهیم اول، پرانتز کردن صفر با می باشد. f ′(−ρ) = ∂f/∂(−ρ) آن در که

f(−ρ(t)) = c۱ +
ρ(t)

κ۲ , (۷۰ -۴)

کیهان شناختی ثابت همان کننده بیان  ثابت، جمله که بدیهی ست جواب این در است. ثابت یک c۱ آن در که
می یابیم در (۵۷ -۴) کنش به گزاره این اعمال با می  باشد. Λ

L = κ۲√−g
{
(۱ + ϕ)R+

۳
۲ϕ∇αϕ∇

αϕ− V (ϕ)− ۲Λ
}
. (۷۱ -۴)

برای که است شده حذف (۵۷ -۴) کنش به نسبت فوق کنش از ماده بخش حالت، این در که است واضح
ندارد. خاصی اهمیت مدل این در ما

داریم و برمی گردیم می ماند پایسته آن در انرژی-تکانه تانسور که حالتی به حال

۳H(P + ρ) + ρ̇ = ۰. (۷۲ -۴)

،(۶۵ -۴) معادله سه از همچنین و می گیریم نظر در را فوق انرژي-تکانه بقای معادله ادامه، در بنابراین
استفاده معادله چهار ازین می توانیم پس نمی باشند، یکدیگر از مستقل که است مشهود (۶۷ -۴) و (۶۶ -۴)
(۶۵ -۴) فریدمان معادله حل به ابتدا بگردیم. ϕ̇ و Ḣ متغیر دو حل برای کلی معادله دو دنبال به و کنیم

می آوریم دست به ϕ̇ برای و می رسیم

ϕ̇ =
۱
۳κ

√
−۶κ۲(f(−ρ)) + ۶H۲ − V (ϕ) + ۶ρ

√
ϕ− ۶κHϕ. (۷۳ -۴)

بود خواهد زیر شکل به ،ϕ̈ رابطه  که است بدیهی

ϕ̈ =
۱
۳(−۶H۲ + V (ϕ) +

ρ

κ۲ )−
۱
۳f(−ρ) + ۴H۲ϕ− ۲ϕḢ +

۱
۳ϕVϕ

+
κ
√
ϕ(۶f(−ρ)H + ۳۶H۳ + ρ̇f ′(−ρ)− ۲H(۳V + ۶Ḣ + ϕVϕ))√

−۶κ۲(f(−ρ) + ۶H۲ − V ) + ۶ρ

+

√
ϕ(−۶Hρ+ ρ̇)

κ۲
√
−۶κ۲(f(−ρ) + ۶H۲ − V ) + ۶ρ

. (۷۴ -۴)

داشت خواهیم نیز Ḣ متغیر برای

Ḣ =
۱

۱۲κ۲ ρ− ۳P − κ۲(۴f(−ρ) + ۲۴H۲ − ۴V + ۳(P + ρ)f ′(−ρ) + ۲ϕVϕ). (۷۵ -۴)

می کنیم فرض اول وهله در و کنیم آن کیهان شناختی پرداخت به شروع می توانیم فوق روابط داشتن با حال
و f(Lm) = α(−Lm)β فرض با همچنین و است P = ۰ معنی به این که است شده پر غبار با جهان که
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به می رسیم ،V (ϕ) = γϕδ

Ωm(z) = (۱ + z)۳Ωm۰. (۷۶ -۴)

مي باشد. (۷۲ -۴) بقا معادله از منتج معادله این که است ذکر قابل
می آوریم دست به نیز (۷۵ -۴) معادله روی بر شده گفته فرضیات اعمال با

h′(z) =
−۶(۱ + z)۳Ωm۰ − α̃(−۴ + ۳β)(۱ + z)۳βΩβm۰ + ۲۴h۲(z) + ۶(−۲ + δ)γ̃ϕf δ(z)

۱۲(۱ + z)h(z)
,

(۷۷ -۴)

استفاده γ = ۳H۲
۰ γ̃ و α = α̃

۶βH
۲(β−۱)
۰ κ۲β

بعد بدون پارامترهای از فوق معادلات بی بعدسازی جهت در که
داشت خواهیم نیز (۷۳ -۴) معادله برای شده گفته شروط اعمال با نهایت در کردیم.

ϕ′(z) =
۶h(z)ϕ(z)−

√
۶
√
ϕf(z)

√
۶(۱ + z)۳Ωm۰ − α̃(۱ + z)۳βΩβm۰ − ۶h۲(z) + ۳γ̃ϕf δ(z)

۳(۱ + z)h(z)
.

(۷۸ -۴)

در کاووش برای اصلی مان روابط شالوده  باشد، مثبت باید که رادیکال زیر علامت گرفتن نظر در با
می باشند. (۷۸ -۴) و (۷۷ -۴) معادله دو تجربی، بحث های

کردن بیشینه با را کمینه مدل در موجود ضرایب و پارامترها می توانیم ،۲ -۱ -۴ بخش به توجه با نهایت در
کرد بیان زیر شکل به ۱σ خطای تا (۵۵ -۴) خطا تابع به توجه با ،(۵۴ -۴) احتمال تابع

H۰ = ۷۱٫۰۳۱۰٫۱۱۰۹
۰٫۰۶۳۴, Ωm۰ = ۰٫۳۳۵۰٫۰۰۵۱

۰٫۰۱۵۷, ϕ۰ = ۰٫۰۱۰۰٫۰۰۰۱
−۰٫۰۰۰۱,

α = −۱٫۳۲۰۰٫۰۲۴۵
۰٫۰۱۲۱, β = −۱٫۰۰۰۰٫۰۰۱۰

۰٫۰۰۱۱, γ = ۰٫۰۰۱۰٫۰۰۰۱
۰٫۰۰۰۱, δ = ۲٫۰۰۰۰٫۰۰۱۰

۰٫۰۰۱۱.

(۷۹ -۴)

هرچه ΛCDM مدل به نسبت هابل پارامتر مقدار کمینه، مدل در که می کنیم مشاهده ۶ -۴ شکل در
شدت یا عالم انبساط یعنی است شده پیش بینی کم تر می کنیم، حرکت ،z از پائین تری مقادیر سمت به
می شود. بیشتر نیز هابل پارامتر مقدار نرخ زمان، افزایش با که حالی در می گیرد. صورت ما مدل  در کمتری
این که می باشد بیشتر ΛCDM استاندارد مدل به نسبت کمینه مدل نمودار تقعر که است مشهود همچنین

می شود. ما مدل  در ۱ جهش پارامتر مقدار بودن بیشتر به منجر خود
Jerk parameter ۱
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پارامتر به نسبت کندشوندگی پارامتر نمودار :۷ -۴ شکل
نشان دهنده نمودار این در چین نقطه .z سرخ به انتقال

می باشد. ΛCDM مدل از حاکی خط، و بوده ما مدل 

پارامتر به نسبت هابل پارامتر تحول نمودار :۶ -۴ شکل
نشان دهنده نمودار این در چین نقطه .z سرخ به انتقال

می باشد. ΛCDM مدل از حاکی خط، و بوده ما مدل 

به نسبت ϕ اسکالر میدان نمودار :۸ -۴ شکل
نمودار این در چین نقطه .z سرخ به انتقال پارامتر
مدل از حاکی خط، و بوده ما مدل  نشان دهنده

می باشد. ΛCDM

ΛCDM مدل به نسبت را تندشونده تری شتاب حال، زمان در که می بینیم ۷ -۴ شکل در همچنین
به نسبت را تندشونده به کندشونده مرز ،z ≈ ۰٫۵ در کمینه مدل که است ذکر قابل می کنیم. پیش بینی
این که می کند پیش بینی را بهتری کندشوندگی نرخ ما، مدل  بنابراین می کند، قطع سریع تر ،ΛCDM مدل
ثابت تقریباً ،z افزایش با نرخ این اما داریم ΛCDM مدل به نسبت کندشونده تری عالم که است آن معنی به
که می کنیم مشاهده نیز است کمینه حالت در ϕ اسکالر میدان دهنده نشان که ۸ -۴ شکل در نهایتاً می ماند.
هرچه و می شود انحنا با کمینه جفت شدگی کاهش معنی به این و یابد می کاهش نمودار زمان، افزایش با

می یابد. افزایش انحنا، با برهمکنش این برمی گردیم قبل تر زمان های به
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نتیجه گیری ۳ -۴

f(R) متریک-پالاتینی دوگانه مدل از تعمیمی که f(R, Lm) متریک-پالاتینی دوگانه مدل فصل، این در
سعی ابتدا در دادیم. قرار بررسی مورد پایان نامه، این در کارمان اصلی موضوع عنوان به تفصیل به را است
مدل برای توانستیم ادامه در یابیم. دست آن میدان معادلات به و کرده تعریف را نظریه  اصلی کنش کردیم

کنیم. توصیف را غیرکمینه و کمینه برهمکنش حالت دو ،f(R, Lm)
میدان معادلات به و آوردیم دست به را کمینه غیر مدل از اسکالر-تانسوری نمایش ،۱ -۱ -۴ بخش در
متریک گرفتن نظر در با سپس رسیدیم. انرژی-تکانه تانسور (عدم)بقای رابطه به همچنین و حرکت
f(R, Lm) یافته تعمیم ریچادوری و فریدمان معادلات انرژي-تکانه، تانسور برای کامل سیال و FLRW

گرفتیم نظر در غیرکمینه، برهمکنش برای ضربی و خطی پتانسیل حالت دو آن از بعد کردیم. استخراج را
و نبوده مناسب عالم، تندشونده شتاب توضیح عدم دلیل به خطی، پتانسیل حالت که دریافتیم ادامه در و

دادیم. قرار کنکاش مورد را ضربی پتانسیل حالت رو ازین
ما مدل  کیهان شناختی پارامترهای و دهیم توضیح را عالم دینامیک توانستیم ضربی، پتانسیل حالت در
ولی می کند رفتار ΛCDM مدل همانند خوبی حد تا هابل پارامتر برای ما مدل  پیش بینی آوریم. دست به را
در یافتیم ،۴ -۴ و ۳ -۴ نمودارهای مشاهده با می دهد. نشان کم تر آن به نسبت را عالم کندشونده شتاب
که معنی این به یکدیگراند، خلاف بر سرخ، به انتقال پارامتر مقدار افزایش با ψ و ϕ اسکالر میدان  های که

می یابد. افزایش ماده با ψ برهمکنش که حالی در می شود کم تر انحنا با ϕ برهمکنش
معادلات از استفاده با و کردیم توصیف را f(R, Lm) مدل کمینه جفت شدگی حالت ،۲ -۴ بخش در
کردیم مشاهده بخش این در کنیم. توصیف را عالم دینامیک حالت، این برای توانستیم ،(۷۸ -۴) و (۷۷ -۴)
جهش پارامتر مقدار و است برخوردار کم تری شدت از ΛCDM استاندارد مدل به نسبت عالم انبساط که
حالت این در بهتری کندشوندگی نرخ که درمی یابیم نیز ۷ -۴ شکل به توجه با است. بیشتر کمینه مدل در
کاهش معنی به این که می یابد کاهش زمان، افزایش با ϕ اسکالر میدان که کردیم مشاهده نیز انتها در داریم.

می باشد. انحنا و ϕ اسکالر میدان بین کمینه برهمکنش
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Abstract

In this study, we will consider the cosmological implications of the generalized hybrid
metric-Palatini gravity in which the affine connection Ricci scalar is coupled to the baryonic
matter Lagrangian through an arbitrary function. For a special case of this function, we
will show that the late time observational data on the Hubble parameter could be satisfied
by the model. At last we will compare the theory with ΛCDM model.
Keywords: Physics, Hybrid metric-Palatini gravity, Matter-geometry coupling, Cosmol-
ogy, Scalar-Tensor theory, Hubble parameter.
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