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م قد

. فیزی و علم دوستداران همه ی به تقدیم



اری پاس

و عزیز خانواده از خصوص به آشنایان و دوستان اساتید، تمام از م کنم زاری سپاس

کردند... ایفا موفقیت این در مهم نقش که بنده راهنمای اساتید



یده چ

شبه سیاه چاله های اخترفیزیکی پیامد های

شوارتزشیلد

وسیله ی: به
پهلوان محسن

توصیف است، شده ایجاد ماده حضور وسیله ی به که فضا‐زمان انحنای توسط گرانش بود معتقد اینشتین

نقطه هر در فضا‐زمان انحنای ارتباط ونگ چ کم طور به که آورد بدست معادلات مجموعه او م شود.

حل های .[١] هستند معروف اینشتین معادلات به معادلات این م کنند. مشخص نقطه آن در ماده توزیع با را

چرخش حال در اخترفیزی اجرام اکثر کل حالت در هستند. اینشتین معادلات مهم حل های از ی سیاهچاله ای

اخترفیزی در توجه مورد مسئله ی هستند، رویداد افق فاقد که لخت تکینگ های احتمال وجود م باشند.

گرفته قرار توجه مورد بسیار لخت تکینگ های و اخترفیزی سیاهچاله های بین تمایز رصدی، نظر از است.

ویژگ های تطبیق مطالعه طریق از سیاهچاله ها از لخت تکینگ های تمایز برای ن مم راه های از ی است.

شوارتزشیلد، سیاه چاله مدل سه ما پایان نامه این در .[٢] است فشرده اجرام این اطراف در نازک برافزایش قرص

کیسلف سیاهچاله های اخترفیزی پیامدهای بررس به آن از بعد و کرده بررس مختصر طور به را کیسلیف و کر

بدست کیسلیف و کر شوارتزشیلد، مدل سه هر برای را درخشندگ و دما شار، پارامتر های و [٣] م پردازیم ١

م کنیم. مقایسه را آن ها رفتار و کرده رسم را مربوطه نمودار های سپس م کنیم. مقایسه هم با و آورده
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اختصاری نشانه های فهرست

دادن نسبت : →

ان م اول مشتق : A,r

ان م دوم مشتق : A,rr

زمان اول مشتق : Ȧ

زمان دوم مشتق : Ä

: ریمان تانسور

Rα
βγσ = Γα

βσ,γ − Γα
βγ,σ + Γµ

βσΓ
α
µγ − Γµ

βγΓ
α
µσ

هموردا: مشتق

∇βAα = Aα;β = ∂βAα − Γγ
αβAγ

: متری نشانگان

(+١−,١−,١−,١)

ی



١ فصل

مقدمه

هم ارزی اصل ١‐ ١

ی داد. سوق آسانسور“ ” خود کلاسی آزمایش به را اینشتین ذره ی اینرس و گرانش جرم برابری

که اشیایی آسانسور) کابل شدن قطع از پس (یعن آسانسور سقوط در یرید. ب نظر در آزادانه را ناظر

ی از پرتابه ی م مانند. شناور کابین در م شوند آزاد آسانسور کابین به نسبت استراحت حالت از

ثابت سرعت با آسانسور به نسبت مستقیم خط ی در که م رسد نظر به ر دی طرف به آسانسور طرف

م شود ناش واقعیت این از این ها همه داشتیم. انتظار که معمول منحن مسیر در نه م کند، حرکت

گرانش جرم ارزی هم نتیجه در آسانسور کابین و ذره است: صفر آسانسور به نسبت ذره هر شتاب که

دارند. زمین به نسبت سان ی شتاب اینرس و

میدان البته م کنند. عمل درست مشاهدات این همه باشد، نواخت ی واقعاً زمین گرانش میدان اگر

قدرت با آن جرم مرکز سمت به و داخل سمت به شعاع صورت به ه بل نیست نواخت ی زمین گرانش

یا کند آزاد سقوط تا شود رها طولان مدت برای آسانسور اگر بنابراین، م کند. عمل ١
r٢ با متناسب

نزدی در ون س از شده آزاد ذره دو زمین)، شعاع از توجه قابل کسر (یعن باشد بزرگ بسیار اگر

به شعاع خطوط امتداد در دو هر آن ها زیرا م روند، داخل سمت به تدریج به آسانسور دیواره های

شده آزاد ذرات ، گرانش میدان قدرت تغییر نتیجه در این، بر علاوه م کنند. سقوط زمین مرکز سمت

نزدی ذرات که حال در م کنند حرکت پایین سمت به تدریج به آسانسور کف نزدی در ون س از

است مدی و جزر نیروهای م کند تجربه آسانسور در ناظر آنچه م شوند. رانش بالا سمت به سقف

حاصل زمین به نسبت شتاب کسر از پس گرانش میدان جهت و قدرت در باقیمانده ن ناهم از که

در کامل طور به نم توانند هرگز مدی و جزر نیروهای این که داشت خاطر به باید همیشه م شود.

١



شوند. حذف صفر، غیر یعن محدود، اندازه با اه) (آزمایش آسانسور

نظر از و یریم ب نظر در کوتاه زمان بازه ی در را آسانسور کابین که شرط به وجود، این با

(x, y, z) مختصات است ن مم (که آزاد سقوط حال در آسانسور ی آنگاه باشد، کوچ ان م

ی شبیه م کند) اندازه گیری را t زمان که آسانسور ساعت ی و باشد شده مشخص آن دیوارهای روی

دارد. وجود آسانسور داخل در خاص نسبیت قوانین بنابراین و است دکارت اینرس مرجع چارچوب

(غیر سقوط حال در آزاد طور به که اه آزمایش در شود: م ارزی هم اصل به منجر مشاهدات این

پیروی خاص نسبیت از فیزی قوانین م کند، اشغال را فضازمان از کوچ منطقه که است ( چرخش

م کند.

زمان فضا انحنای عنوان به گرانش ٢‐ ١

گرانش از نسبیت توصیف همزمان طور به که داد سوق عمیق پیشنهاد ارائه به را اینشتین مشاهدات این

بر در را ( اینرس و گرانش جرم ارزی هم نتیجه در (و ارزی هم اصل طبیع روش به و م دهد ارائه

نظر در متعارف معنای به نیرو ی عنوان به نباید ر دی گرانش که بود این اینشتین پیشنهاد م گیرد.

از ناش انحنای این شود، گرفته نظر در فضازمان انحنای از جلوه ای عنوان به باید ه بل شود، گرفته

خود انحنای مظهر را گرانش اگر است. عام نسبیت نظریه پایه ریزی اصل ایده این است. ماده حضور

ذره حرکت معادله است، شده تعریف خمینه روی که نیرو عمل عنوان به نه و یریم، ب نظر در فضازمان

یعن ، منحن فضازمان در ذره باشد. «آزاد» معادله باید م کند حرکت گرانش تأثیر تحت فقط که ای

dp

dτ
= ٠, (١. ١)

بنابراین، است. ذره جهان خط امتداد در شده گیری اندازه ویژه زمان τ و ذره تکانه p آن در که

اصل است. منحن فضازمان در ژئودزی ی م گیرد، قرار گرانش تحت آزادانه که ذره ای خط جهان

اصل ریاض معنای . م کند محدود ریمان شبه به را منحن زمان فضای احتمال هندسه هم ارزی

را Xµ مختصات سیستم ی بتوانیم باید فضازمان خمینه در P رویداد هر در که است این هم ارزی

شود تعریف زیر صورت به آن خط عنصر ،P محل همسای در که طوری به کنیم تعریف

ds٢ = ηµνdX
µdXν , (١. ٢)

٢



«آزاد»، ذره ی مسیر مختصات سیستم ژئودزی معادله از P رویداد در دقیق برابری که جایی در

داده زیر صورت به P رویداد مجاورت در م کند، حرکت گرانش تاثیر تحت فقط که ذره ای یعن

م شود

d٢X i

dT ٢ = ٠, (١. ٣)

بالا معادلات در تساوی ر دی بار ی ) م دهیم نشان cT با را X٠ و i = ١,٢,٣ آن در که

را محل دکارت اینرس مرجع ی Xµ مختصات P مجاورت در بنابراین، .( است P در دقیقاً

آن در که م شود گرفته نظر در کوتاه زمان بازه ی در که ما کوچ آسانسور (مانند م کنند تعریف

هندسه بسازیم سیستم چنین بتوانیم اینکه برای است). برقرار محل صورت به خاص نسبیت قوانین

صورت به آن خط عنصر باشد. است) بعدی چهار و انحنادار (که ریمان شبه خمینه ی باید فضازمان

م شود تعریف زیر

ds٢ = gµνdx
µdxν . (۴ .١)

اینشتین معادلات ٣‐ ١

میدان معادلات م کند. مرتبط ماده انرژی‐تکانه آن، منبع به را فضا‐زمان انحنای اینشتین، معادلات

است زیر ل ش به اینشتین گرانش

Rµν −
١
٢
gµνR = kTµν , (۵ .١)

تانسور Tµν ، ریچ تانسور Rµν آن در و م دهد یل تش را عام نسبیت نظریه ریاض مبنای که

م شود تعریف زیر صورت به k ثابت ضریب و متری توابع gµν انرژی‐تکانه،

k =

(
٨πG
c۴

)
. (۶ .١)

به که رسید خود معروف شناس کیهان ثابت معادله به اینشتین اول، فرضیات در تغییر اندک با

م شود تعریف زیر صورت

Rµν −
١
٢
gµνR + Λgµν = kTµν , (١. ٧)

٣



م گیریم. نظر در شناس کیهان ثابت عنوان به را Λ که

که است متعددی خط غیر دیفرانسیل معادلات دارای اینشتین معادلات م بینیم که همانطور

چند توسط سازی ساده با م توان معادله این حل در سادگ برای دارد. آن بالای پیچیدگ از نشان

مرکزی جرم از خارج فضای او داد. انجام را کار این شوارتزشیلد بار نخستین رسید. جواب به فرض

جرم اطراف فضای به مربوط متری او فرضیات این با گرفت. نظر در کروی و ن هم و استاتی را

آورد بدست زیر صورت به را مرکزی

ds٢ = c٢
(

١ − ٢GM

c٢r

)
dt٢−

(
١ − ٢GM

c٢r

)−١

dr٢−r٢dθ٢−r٢ sin٢ θdϕ٢. (١. ٨)

فشرده اجسام اطراف در برافزایش قرص های ١ ‐۴

مسطح نجوم ساختارهای ل ش به و هستند رایج اجرام برافزایش قرص های ، مشاهدات نظر از

متراکم جسم ی سمت به مارپیچ حرکت ی در داغ گازی صورت به معمولا که م شوند مشاهده

م کنند. حرکت مرکزی

شده تولید هندسه به مربوط اطلاعات هستند. فضازمان هندسه رهای کاوش ها فوتون و ذرات مدار

آن ها اغلب که برافزایش قرص در ذرات مدار مشاهدات از م توان را سیاه چاله ها یا فشرده اجرام توسط

شوارتزشیلد سیاه چاله اطراف در برافزایش قرص تشعشع راندمان آورد. دست به است کرده احاطه را

بسیار کننده های ساطع قرص هایی چنین و است، هیدروژن هسته ای سوزاندن راندمان از بیشتر برابر ١٠

هستند. س ای اشعه در قوی

آهن هسته مانند سنگین هسته های از برخ دارد، برافزایش قرص ی که کلوین ١٠٧ دمای در

دیس پایین و بالا در س ای اشعه اشعه های از ناش تشعشعات م کنند. حفظ را مقید ترون های ال

در ترون ال ی فرآیند این در شود. قرص در شده یونیزه بسیار اتم های از فلورسانس به منجر م تواند

این آهن، های اتم برای م کند. ساطع فوتون ی و رود م تر پایین سطح به بالاتر انرژی سطح از اتم

م کند، ایجاد س ای پرتو باند وسط در تقریباً طیف خط ی که م شود انرژی  با فوتون هایی به منجر

بی نهایت در ناظران برخ توسط شده ساطع فوتون های فرکانس داشت، انتظار م توان که همانطور اما

خواهد متفاوت فوتون ها گسیل فرکانس با زمین) روی شناس ستاره ی (یعن م شود گیری اندازه

صورت به فوتون ها اینکه اول م شود. فرکانس تغییر این باعث که دارد وجود اثر دو کیف نظر از بود.

دارد. آن ها کننده ساطع هسته شعاع به بستگ که م شوند جابه جا متفاوت سرخ به انتقال با گرانش

آن از که ماده ای دور) ناظر به (نسبت جهت و سرعت به که م شوند جابجا مقداری با آن ها اینکه دوم

م شود. دور آن از یا م کند حرکت ناظر سمت به ماده این آیا اینکه ویژه به دارد، بستگ اند شده گسیل

۴



زیاد فاصله و فشرده اجرام اطراف در برافزایش قرص های معمول اندازه به توجه با متأسفانه،

از تر کوچ بسیار معمولا م شود، مشاهده زمین از که سیستم هایی چنین زاویه ای اندازه ما، از آن ها

تابع فوتون شار (یعن طیف شناس ستاره ی وقت بنابراین است. وپ تلس هر رصدی پرتو عرض

قرص مختلف های قسمت از فرکانس هر در دریافت تابش م گیرد، اندازه را جسم چنین فرکانس) از

برافزایش قرص داخل قسمت های از که فوتون هایی قرص، سراسر مشارکت های ادغام وجود با م آید.

میدان گرانش رژیم بررس برای خط عنصر از تا م دهند اجازه فرد به م آیند، فشرده جسم به نزدی

کند. استفاده قوی

جایی یرید، ب نظر در xµ مختصر مختصات سیستم از برخ در gµν متری با کل فضا زمان ی

ترتیب به R گیرنده و E فرستنده اگر هستند. فضایی مختصات xi و است زمان مختصات ی x٠ که

توسط که فوتون است.انرژی ناظر هر ویژه زمان τ آن در که xµ
R(τR) و xµ

E(τE) جهان خطوط دارای

است زیر صورت به م شود گیری اندازه B در گیرنده توسط و A در فرستنده

E(A) = p(A).uE(A) = pµ(A)u
µ
E(A), (١. ٩)

E(B) = p(B).uR(B) = pµ(B)uµ
R(B), (١. ١٠)

های رویداد در گیرنده و فرستنده سرعت uR و uE و است B و A در فوتون سرعت pµ که جایی

است. B و A

گسیل هنگام در فرکانس به دریافت فوتون فرکانس نسبت است، E = hν دو هر در که آنجایی از

است زیر صورت به شده

νR
νE

=
p(R).uR

p(E).uE

=
pµ(R)uµ

R

pµ(E)uµ
E

, (١. ١١)

گسیل در ماده سرعت uE هستند، دریافت و گسیل لحظه در فوتون تکانه p(R) و p(E) آن در که

سرعت مولفه های بی نهایت، در ناظر بودن ثابت فرض با است. دریافت در گر مشاهده سرعت uR و

هستند (t, r, θ, ϕ) مختصات سیستم در او

[uµ
R] = (١,٠,٠,٠). (١. ١٢)

۵



بنویسیم صورت به را فرستنده سرعت م توانیم

[uµ
E] = (u̇E,٠,٠, u٣

E). (١. ١٣)

رابطه از استفاده با

u٣
E =

dϕ

dτ
=

dϕ

dt

dt

dτ
=

dϕ

dt
u̇E, (١۴ .١)

کنیم نویس باز را فرستنده سرعت م توانیم حال

[uµ
E] = u̇E(١,٠,٠,Ω), (١۵ .١)

اکنون است. شده استخراج [١] که ، Ω =
dϕ

dt
= (

GM

r٣ )
١
٢ دایره ای، حرکت برای که جایی

در کننده ساطع ماده اگر کنیم. محاسبه gµνuµuν = c٢ که واقعیت این از استفاده با را u̇E م توانیم

داریم باشد، شعاع مختصات

u̇E = c

[
c٢
(

١ − ٢µ
r

)
− r٢Ω٢

]− ١
٢

=

(
١ − ٣µ

r

)− ١
٢

. (١۶ .١)

م آید بدست (١. ١١) در ذاری جای با

νR
νE

=

(
١ − ٣µ

r

)− ١
٢ p٠(R)

p٠(E)

(
١ ± p٣(E)

p٠(E)
Ω

)−١

, (١. ١٧)

م کند حرکت ناظر سمت به که است قرص سمت در کننده منتشر ماده به مربوط مثبت علامت آن در که

یعن است، ثابت شوارتزشیلد متری حال، این با است. ر دی طرف در ماده به مربوط منف علامت و

به و است ثابت ژئودزی امتداد در p٠ بنابراین نیستند. وابسته t به صراحت به gµν متری های مولفه

ترتیب همین

νR
νE

=

(
١ − ٣µ

r

)− ١
٢
(

١ ± p٣(E)

p٠(E)
Ω

)−١

, (١. ١٨)

۶



باق شده مشاهده سرخ به انتقال تعیین منظور به p٣(E)/P٠(E) نسبت کردن ثابت تنها بنابراین

بنابراین و است، ته فوتون خط جهان که کنیم استفاده واقعیت این از باید ما ، کل طور به م ماند.

م شود حاصل بازده این کنیم، م کار θ = π
٢ استوایی صفحه در که همانطور . gµνpµpν = ٠

١
c٢

(
١ − ٢µ

r

)−١(
(p٠)

٢ − (١ − ٢µ
r
)

)
(p١)

٢ − ١
r٢ (p٣)

٢ = ٠. (١. ١٩)

ژئودزی معادلات از باید اکنون ،ϕ زاویه کل موقعیت ی در مواد از شده ساطع فوتون های برای

برای که دارد وجود خاص مورد دو حال، این با شود. حذف p١ تا کرد استفاده فوتون خط جهان برای

به عرض حرکت حال در ماده از فوتون که م افتد اتفاق زمان حالت ساده ترین نیست. لازم آن ها

بنابراین و داریم p٣(E) = ٠ سپس .ϕ = π یا ϕ = ٠ که زمان یعن م شود، گسیل ناظر سمت

فرکانس نسبت

νR
νE

=

(
١ − ٣µ

r

)− ١
٢

. (١. ٢٠)

یعن م شود، دور آن از یا نزدی ناظر سمت به مستقیماً ماده که م افتند اتفاق زمان ر دی ساده موارد

شد. خواهد صفر p١(E) فوتون تکانه شعاع مولفه های سپس باشد. ϕ = π
٢ یا ϕ = −π

٢ که زمان

م آوریم بدست (١. ١٩) از

p٣(E)

p٠(E)
=

r

c
(
١ − ٢µ

r

) ١
٢
, (١. ٢١)

توسط ϕ = ±π
٢ برای فوتون فرکانس تغییر که طوری به

νR
νE

=

(
١ − ٣µ

r

) ١
٢

١ ±
(

r

µ− ٢

)− ١
٢
, (١. ٢٢)

به قرص که زمان ر، دی کننده محدود مورد بود. لبه روی قرص ی برای بالا بحث م شود. داده

ساطع ماده حرکت که آنجایی از است. تر آسان تحلیل و تجزیه شود، م مشاهده رو به رو صورت

شود. م داده (١. ٢٠) با فرکانس تغییر است، ناظر به نسبت عرض همیشه کننده

٧



[١] برافزایش قرص در فوتون ی گسیل :١‐ ١ ل ش

٨



٢ فصل

سیاه چاله ها فیزیکی پارامتر های

مقدمه ١‐ ٢

اخترفیزی در توجه مورد مسئله ی هستند، رویداد افق فاقد که لخت تکینگ های احتمال وجود

لخت تکینگ ی به تبدیل بزرگ کاف اندازه به زاویه ای تکانه با کر سیاهچاله مثال برای است.

توجه مورد بسیار لخت تکینگ های و اخترفیزی سیاهچاله های بین تمایز رصدی، نظر از م شود.

مطالعه طریق از سیاهچاله ها از لخت تکینگ های تمایز برای ن مم راه های از ی است. گرفته قرار

.[۴] است فشرده اجرام این اطراف در نازک برافزایش قرص ویژگ های تطبیق

در توجه مورد مسائل جزو گرانش فروپاش از پس ماده نهایی سرنوشت بررس نظری، بطور

ساختارهای ل ش به و هستند رایج اجرام برافزایش قرص های ، مشاهدات نظر از است. عام نسبیت

سمت به مارپیچ حرکت ی در داغ گازی صورت به معمولا که م شوند مشاهده مسطح نجوم

باعث قرص درون گاز دینامی اک اصط و داخل تنش های م کنند. حرکت مرکزی متراکم جسم ی

سطح از م تواند که م شود تبدیل تابش به شده تولید انرژی از کوچ بخش م شود. گرما تولید

استخراج طریق این از م توان را برافزایش قرص های مورد در مهم اطلاعات .[٢] کند فرار قرص

حت ، کل طور به است. متفاوت لخت تکینگ های با سیاهچاله ها برای قرص ها تابش خواص نمود.

وجود لخت تکینگ قرص های و سیاهچاله ها قرص های بین زیادی شباهت های کیف سطح در اگر

باشد. متفاوت بسیار کم نظر از م تواند آنها ترومغناطیس ال و ترمودینامی ویژگ های باشد، داشته

بیشتر در م کنند. رشد برافزایش طریق از اخترفیزی اجرام که است این بر اعتقاد عموماً

دارند. وجود مرکزی جسم اطراف گازی ابرهای (AGN)١ شان که فعال هسته های و سیاهچاله ها
1Active Galactic Nuclei
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توزیع کند. ارائه زمان فضا هندسه مورد در مهم اطلاعات م تواند برافزایش قرص دقیق مطالعات

.[۴] دارد بستگ مرکزی سیاهچاله جرم و جرم برافزایش نرخ به ترتیب به برافزایش قرص های در دما

زاویه ای تکانه و ویژه انرژی زاویه ای، سرعت ٢‐ ٢

زاویه ای تکانه و ویژه انرژی زاویه ای، سرعت پارامتر های به نظر مورد فیزی پارامتر های بررس برای

م کنیم تعریف را زیر کل خط عنصر منظور این برای داشت. خواهیم نیاز

ds٢ = gttc
٢dt٢ + ٢gtϕcdtdϕ+ grrdr

٢ + gθθdθ
٢ + gϕϕdϕ

٢. (٢. ١)

م خواهیم وابسته اند. θ و r به تنها متری مولفه های تمام زمان، فضا هندسه تقارن دلیل به

کنش از استفاده با را بالا خط عنصر حرکت معادلات

S =

∫
ds, (٢. ٢)

م شود تعریف زیر صورت به لاگرانژی آوریم. بدست

L = gµν ẋµẋν . (٢. ٣)

از استفاده با و t, ϕ به متری نبودن وابسته و استوایی صفحه در حضور علت به θ =
π

٢
فرض با

م آید بدست زیر حرکت ثابت دو لاگرانژ اویلر معادلات

gttṫ+ gtϕϕ̇ = −E, (۴ .٢)

gtϕṫ+ gϕϕϕ̇ = L, (۵ .٢)

. ϕ̇ =
dϕ

dτ
و ṫ = dt

dτ
آن در که

که م شود نتیجه

١٠



ṫ =
Egϕϕ + Lgtϕ
g٢
tϕ − gttgϕϕ

, (۶ .٢)

ϕ̇ = −Egtϕ + Lgtϕ
g٢
tϕ − gttgtt

. (٢. ٧)

م کنیم تعریف موثر پتانسیل عنوان به را آمده بدست شعاع حرکت معادله آخر در و

grrṙ
٢ = Veff (r, E, L), (٢. ٨)

کردیم تعریف که جایی

Veff = −١ +
E٢gϕϕ + ٢ELgtϕ + L٢gtt

g٢
tϕ − gttgϕϕ

. (٢. ٩)

حسب بر زاویه ای تکانه و ویژه انرژی پس ، Veff (r) = Veff,r(r) = ٠ دایره ای مدارهای برای

م آید بدست زیر صورت به Ω زاویه ای سرعت

E = − gtt + gtϕΩ√
−gtt − ٢gtϕΩ− gϕϕΩ٢

, (٢. ١٠)

L = − gtϕ + gϕϕΩ√
−gtt − ٢gtϕΩ− gϕϕΩ٢

, (٢. ١١)

Ω =
dϕ

dt
=

−gtϕ,r ±
√
(gtϕ,r)٢ − gtt,rgϕϕ,r
gϕϕ,r

, (٢. ١٢)

میچرخند ساعتگرد صورت به که مستقیم مدارهای با ترتیب به منف و مثبت علامت تعریف در که

دارد. مطابقت م چرخند ساعتگرد پاد صورت به که مستقیم غیر و

بود خواهد برقرار زیر شرط ثابت ناظر هر برای

+gtt + ٢gtϕΩ + gϕϕΩ
٢ ≤ ٠. (٢. ١٣)

١١



م قرار Ωmax > Ω > Ωmin صورت به زاویه ای سرعت مقدار روی بر را محدودیت فوق رابطه

کرده ایم تعریف ما که جایی دهد،

Ωmin = ω −
√

ω٢ − gtt
gϕϕ

, (١۴ .٢)

Ωmax = ω +

√
ω٢ − gtt

gϕϕ
, (١۵ .٢)

است. ω =
−gtϕ
gϕϕ

که جایی

معادله محدود حالت محدودیت

gtt + ٢gtϕΩ + gϕϕΩ
٢ = ٠. (١۶ .٢)

محدود مورد م دهد، را م گویند نیز فوتون مدار آن به که rph یعن ذرات، مدارهای مرز ترین درون

است انرژی بیشینه ی مقدار و م دهد را آن بیشینه بر انرژی مقدار که آنجایی از که E = ١ کننده

م شود. تعیین زیر شرط با rms شعاع و م دهد را rmb شعاع

V,rr =
١

g٢
tϕ − gttgϕϕ

×
[
E٢gϕϕ,rr + ٢ELgtϕ,rr + L٢gtt,rr −

(
g٢
tϕ − gttgϕϕ

)
,rr

]
= ٠. (٢. ١٧)

.

گرانش برافزایش قرص های در ترومغناطیس ال اثرات ٣‐ ٢

فشرده اجسام اطراف

چهار قوانین از استفاده با م پردازیم. عام نسبیت در نازک برافزایش قرص های اصول بررس به اکنون

نازک قرص معادلات ساختار میتوانیم ما قرص، زاویه ای تکانه و انرژی از توده، بقیه از حفاظت بعدی

[٢] کرد بیان زیر صورت به م توان را قرص سطح توسط شده آزاد تابش انرژی شار آوریم. بدست را

[۴٧] [۴۶]

١٢



F (r) = − Ṁ٠

۴π
√
−g

Ω,r

(E − LΩ)٢

∫ r

rms

(E − ΩL)L,rdr. (٢. ١٨)

تابش است، ترمودینامی تعادل در برافزایش ماده پایدار، حالت نازک دیس در اینکه فرض با

توزیع تابع توسط که زد، تقریب سیاه جسم کامل تشعشع با توان م را دیس سطح از شده ساطع

F (r) = σSBT
۴(r) صورت به را انرژی شار م توان رو این از است. شده توصیف I(ν) پلانک

دارای که L(ν) شده مشاهده درخشندگ با است. بولتزمن – استفان ثابت σSB آن در که آورد، بدست

توسط که یافته سرخ به انتقال سیاه جسم طیف ی

L(ν) = ۴πd٢I(ν) = −٨πh cos i
c٢

∫ rf

ri

∫ ٢π

٠

ν٣
e rdϕdr

exp(
νe
T
)− ١

(٢. ١٩)

rf و ri که حال در است، قرص شیب زاویه i است، منبع تا فاصله d که جایی م شود، بیان

νe = صورت به νe فرکانس م دهند. نشان را خارج و داخل قرص های لبه های موقعیت ترتیب به

است زیر صورت به ١ + z گرانش سرخ به انتقال که جایی م شود، تعریف ν(١ + z)

١ + z =
١ + Ωr sin i sinϕ√

−gtt − ٢Ωgtϕ − Ω٢gϕϕ
. (٢. ٢٠)

کسلیف و کر شوارتزشیلد، سیاه چاله ای حل های در آمده بدست پارامتر های بررس سراغ به حال

.[٢] م رویم

١٣



٣ فصل

شوارتزشیلد حل

مختصات توصیف ١‐ ٣

توصیف را رویداد آن با که مختصات باشیم، داشته P رویداد ی اگر که کنیم مشخص م خواهیم

به مماس بردار ماهیت با مستقیم طور به قضیه این م باشد. خنث یا و فضاگونه زمان گونه، م کنیم

قرار ثابت مختصات ویژگ این تعیین برای راه ترین ساده دارد. مطابقت رویداد در مختصات منحن

تغییر این اگر است. نظر مورد مختصه در کوچ بی نهایت تغییر ی و رویداد در مختصات سایر دادن

به این است. گونه فضا یا و خنث گونه، زمان ترتیب به مختصه باشد منف یا و صفر مثبت، ds٢ در

م شود. مشخص شده قطری متری مولفه ضریب از راحت

شوارتزشیلد متری ٢‐ ٣

خارج در فضا زمان هندسه نمایانگر که شد پیدا ١ شوارتزشیلد توسط انیشتین معادلات دقیق حل اولین

متری اجزای همه که بطوری گرفت نظر در ایستا فضا زمان ی او است. استاتی کروی توزیع ی از

آن، منف به زمان مولفه تبدیل تحت نیز خط عنصر همچنین و بوده زمان مولفه مشتق از مستقل

کرد شروع زیر عموم عبارت از بنابراین نکند. تغییری

ds٢ = gµνdx
µdxν . (٣. ١)

اند زیر صورت به فضایی مختصات چرخش متغییر های تنها
1Schwarzschild

١۴



x⃗.x⃗ = r٢,

dx⃗.dx⃗,

x⃗.dx⃗,

پس کردیم. تعریف زمان مختصات را x٠ = t و r ان م مختصات را x⃗ = (x١, x٢, x٣) آن در که

م شود نویس باز متری ل ش

ds٢ = A(t, r)dt٢ −B(t, r)dtx⃗.dx⃗− C(t, r)(x⃗.dx⃗)٢ −D(t, r)dx⃗٢, (٣. ٢)

م کنیم تبدیل کروی مختصات به را ها xi مختصات هستند. دلخواه توابع A,B,C,D آن در که

(٣. ٣)

ds٢ = A(t, r)dt٢−B(t, r)dtdr−C(t, r)r٢dr−D(t, r)(dr٢+r٢dθ٢+r٢ sin٢ θdϕ٢).

توابع، آن مجدد تعریف و جملات از آن ها حذف و دلخواه توابع در r بردن و دلخواه توابع تغییر با

نوشت زیر صورت به را متری م توان

ds٢ = A(t, r)dt٢ −B(t, r)dtdr − C(t, r)dr٢ −D(t, r)(dθ٢ + sin٢ θdϕ٢). (۴ .٣)

م شود زیر صورت به متری r̄٢ = D(t, r) تعریف با حال

ds٢ = A(t, r̄)dt٢ −B(t, r̄)dtdr̄ − C(t, r̄)dr̄٢ − r̄٢(dθ٢ + sin٢ θdϕ٢). (۵ .٣)

م کنیم تعریف را زیر توابع حال

Ā =
١

Aϕ٢ ,

و

B̄ = C +
B

۴A
.

١۵



م شود تبدیل زیر ل ش به متری پس

ds٢ = Ā(t, r̄)dt٢ − B̄(t, r̄)dr̄٢ − r̄٢(dθ٢ + sin٢ θdϕ٢). (۶ .٣)

صورت به زمان مولفه از جدیدی تعریف از استفاده با م توانیم اند شده تعریف دلخواه توابع چون

dt̄ = Φ(t, r̄)

(
A(t, r̄)dt− ١

٢
B(t, r̄)dr̄

)
(٣. ٧)

صورت به را متری م توانیم دلخواه توابع کردن زمان از مستقل و دلخواه توابع مجدد تعریف و

بنویسیم زیر

ds٢ = A(r)dt٢ −B(r)dr٢ − r٢(dθ٢ + sin٢ θdϕ٢), (٣. ٨)

است. فضایی کل استاتی ایزوتروپی فضا زمان ی متری این که

تعریف زیر صورت به B و A توابع هموستار، ضرایب آوردن بدست و خلا معادلات حل با

م شوند

A = c٢
(

١ − ٢GM

c٢r

)
, (٣. ٩)

B =

(
١ − ٢GM

c٢r

)−١

, (٣. ١٠)

است. گرانش ثابت G و مرکزی جسم جرم M نور، سرعت c آن در که

شوارتزشیلد مختصات در تکینگ ها ٣‐ ٣

است زیر صورت به شوارتزشیلد متری

ds٢ = c٢
(

١ − ٢GM

c٢r

)
dt٢−

(
١ − ٢GM

c٢r

)−١

dr٢−r٢dθ٢−r٢ sin٢ θdϕ٢. (٣. ١١)

١۶



[١] شوارتزشیلد سیاه چاله نوری مخروط ساختار :١‐ ٣ ل ش

زیر صورت به که شوارتزشیلد شعاع و r = ٠ مقدار دو در که م شود مشخص ٣. ١١ رابطه از

م شود تعریف

rS =
٢GM

c٢ , (٣. ١٢)

کروی ماده توزیع سطح تا فقط بالا متری که داشت توجه باید است. تکینگ دارای خط عنصر

است. معتبر

در که م بینیم متری از م نامیم. II را r < rS و I ناحیه را r > rS ناحیه ١‐ ٣ ل ش در ما

این برای که م شود نتیجه بنابراین است. منف ر دی مولفه سه و مثبت g٠٠ متری ضریب I ناحیه

و فضاگونه t ختصات ر دی ناحیه در اما هستند. فضاگونه ϕ و θ ،r و زمان گونه t مختصات ناحیه

تعریف سیاه چاله رویداد افق را دو این کننده جدا مرز ناحیه، دو تفاوت به توجه با است. زمان گونه r

م کنیم.

کمیت اند. زمان فضا در ها رویداد گذاری برچسب برای راه مختصات، که داشت نظر در باید

شده اند. تعریف زمان فضا خمینه از نقطه هر در که هستند تانسوری فیزی معنادار هندس های

که م شود، توصیف Rµνρσ انحنای تانسور های مولفه توسط کووریانس صورت به زمان فضا انحنای

نقطه هر در انحنا الر اس مثال عنوان به کنیم. محاسبه شوارتزشیلد متری برای راحت به م توانیم ما

١٧



م آید: بدست زیر رابطه از

RµνρσR
µνρσ =

۴٨µ٢

r۶ , (٣. ١٣)

است ذات تکینگ ی r = ٠ و مختصات تکینگ ی r = ٢µ م شود مشاهده رابطه این از که

صورت به µ و

µ =
GM

c٢ (١۴ .٣)

م شود. تعریف

ثابت گیرنده و فرستنده ی برای گرانش سرخ به انتقال ٣ ‐۴

گرانش سرخ به انتقال گرفتن نظر در با M کروی توده ی مجاورت در فیزی درباره را خود بحث ما

، rE) ثابت فضایی مختصات در را کننده ساطع ی از خاص مثال ما خاص طور به م کنیم. آغاز

ثابت فضایی مختصات در ناظر ی توسط که م کند منتشر را فوتون که م گیریم نظر در (ϕE، θE
م شود. یافت در ( ϕR، θR، rR)

رویداد به (ϕE ، θE ، rE ، tE) رویداد از فوتون باشد، دریافت زمان tR و انتشار زمان tE اگر

این در م کند. حرکت شوارتزشیلد زمان فضا در ته ژئودزی ی امتداد در (ϕR ، θR ، rR ، tR)

ژئودزی که واقعیت این از باید فقط ما است. آموزنده ابتدایی روش به نتیجه آوردن بدست ساده مدل

متری از و آن امتداد در نقاط همه ی در ds٢ = ٠ بنابراین کنیم. استفاده است پوچ منحن ی فوتون

داریم شوارتزشیلد

c٢
(

١ − ٢µ
r

)
dt٢ =

(
١ − (

٢µ
r
)

)−١

dr٢ + r٢dθ٢ + r٢ sin٢ θdϕ٢, (١۵ .٣)

داریم باشد ته ژئودزی طول در وابسته پارامتری σ اگر ینابراین م کنیم. بررس را نال سی اولین

dt

dσ
=

١
c

(
١ − ٢µ

r

)−١
٢
(
−gij

dxi

dσ

dxj

dσ

) ١
٢

. (١۶ .٣)

م آوریم بدست گیری انتگرال با

tR − tE = c−١
∫ σR

σE

(
١ − ٢µ

r

)−١
٢
(
−gij

dxi

dσ

dxj

dσ

) ١
٢

dσ. (٣. ١٧)

١٨



خط عنصر بنابراین . dr = dθ = dϕ = ٠ گیرنده و دهنده انتشار خط جهان امتداد در

است زیر صورت به مورد دو هر در شوارتزشیلد

c٢dτ٢ = ds٢ = c

(
١ − ٢µ

r

)
dt٢ = ٠. (٣. ١٨)

داریم انتگرال برای پس ، است ثابت خط جهان امتداد در r این بر علاوه

∆τE =

(
١ − ٢µ

rE

) ١
٢

∆tE, (٣. ١٩)

∆τR =

(
١ − ٢µ

rR

) ١
٢

∆tR. (٣. ٢٠)

داریم ∆tR = ∆tE که آنجایی از

∆τR
∆τE

=

١ −
(

٢µ
rR

)
١ −

(
٢µ
rE

)


١
٢

, (٣. ٢١)

م دهد. یل تش را گرانش سرخ به انتقال فرمول اساس این که

هر توسط که فوتون های فرکانس بنابراین م گیریم. نظر در ترومغناطیس ال موج ی موج نوار دو

است. مرتبط هم با م شود گیری اندازه ناظر

νR
νE

=

١ −
(

٢GM
rEc٢

)
١ −

(
٢MG
rRc٢

)


١
٢

. (٣. ٢٢)

است زیر صورت به z فوتون سرخ به انتقال .rR > rE اگر νR < νE م دهد نشان که

١ + z =

(
νE
νR

)
. (٣. ٢٣)

باشد، ثابت فضا زمان که کرد انتخاب طوری آنرا مختصات که زمان فضا هر به م توان را این

داریم

ds٢ = g٠٠(x)dt
٢ + gij(x)dx

idxj. (٢۴ .٣)

١٩



کل فضا زمان این در ثابت فضایی مختصات در گیرنده و فرستنده ی برای فوق مشتق تکرار با

که م شویم متوجه

νR
νE

=

(
g٠٠xE

g٠٠xR

) ١
٢

. (٢۵ .٣)

دارند. ان م نظر از گیرنده و فرستنده بودن ثابت به بستگ شده ارائه مشتقات

شوارتزشیلد هندسه در ژئودزی ٣ ‐۵

خواهد زیر صورت به شوارتزشیلد هندسه ژئودزی معادله خط عنصر و کانکشن ضرایب از استفاده با

شد

d٢xµ

dσ٢ + Γµ
νρ

dxν

dσ

dxρ

dσ
= ٠. (٢۶ .٣)

L = معادله بنابراین است. آموزنده بسیار لاگرانژی روش از ژئودزی معادلات به دستیابی

که م شود نتیحه م گیریم. نظر در را gµν ẋµẋν

L = c٢
(

١ − ٢µ
r

)
ṫ٢ −

(
١ − ٢µ

r

)−١

ṙ٢ − r٢
(
θ̇٢ + sin٢θϕ̇٢

)
. (٣. ٢٧)

م آید. بدست اویلر‐لاگرانژ معادلات در رابطه این ذاری جای با ژئودزی معادلات

d

dσ

(
∂L

∂ẋµ

)
− ∂L

∂xµ
= ٠. (٣. ٢٨)

م رسیم: زیر معادلات به µ = ٠,١,٢,٣ ازای به زیر ژئودزی معادلات به محاسبات انجام )با
١ − ٢µ

r

)
ṫ = k, (٣. ٢٩)

(
١ − ٢µ

r

)−١

r̈ +
µc٢

r٢ ṫ٢ −
(

١ − ٢µ
r

)٢
µ

r٢ ṙ
٢ − r

(
θ̇٢ + sin٢θϕ̇٢

)
= ٠, (٣. ٣٠)

θ̈ +
٢
r
ṙθ̇ − sinθcosθϕ̇٢ = ٠, (٣. ٣١)

٢٠



r٢sin٢θϕ̇ = h. (٣. ٣٢)

م شود زیر ل ش به معادلات θ = π
٢ گرفتن نظر در )با

١ − ٢µ
r

)
ṫ = k, (٣. ٣٣)

(
١ − ٢µ

r

)−١

r̈ +
µc٢

r٢ ṫ٢ −
(

١ − ٢µ
r

)٢
µ

r٢ ṙ
٢ − rϕ̇٢ = ٠ (٣۴ .٣)

r٢ϕ̇ = h, (٣۵ .٣)

است. صحیح غیر و ته پارامتر های با ژئودزی برای معادلات این

م توانیم θ = π
٢ برای P µ = ẋµ از استفاده با م کنیم. صحبت h, k فیزی تفسیر مورد در حال

بنویسیم را زیر معادلات

P٠ = g٠٠ṫ = c٢
(

١ − ٢µ
r

)
ṫ = kc٢, (٣۶ .٣)

P٣ = g٣٣ϕ̇ = −r٢ϕ̇ = −h. (٣. ٣٧)

است زیر ل ش به ذره این انرژی کند برخورد p تکانه با u سرعت با ناظری رویداد ی در اگر

E = p.u = pµp
µ. (٣. ٣٨)

: کل حالت در و k = E
c٢ بنابراین E = p٠ = kc٢ است ساکن بی نهایت در که ناظری برای

k =
E

c٢ . (٣. ٣٩)

جرم دار ذرات مسیر های ٣ ‐۶

در که جرمدار ذره ی xµ(τ) خط جهان است. مند زمان ژئودزی ی جرم دار ذره ی حرکت مسیر

کند برآورده را زیر معادلات باید م کند حرکت شوارتزشید هندسه استوایی سطح

٢١



(
١ − ٢µ

r

)
ṫ = k, (۴٣. ٠)

c٢
(

١ − ٢µ
r

)
ṫ٢ −

(
١ − ٢µ

r

)−١

ṙ٢ − r٢ϕ̇٢ = c٢, (۴٣. ١)

r٢ϕ̇ = h. (۴٣. ٢)

م آید بدست r مختصات برای انرژی ترکیبی معادلات هم در معادلات ذاری جای با

ṙ٢ +
h٢

r٢

(
١ − ٢GM

c٢r

)
− ٢GM

r
= c٢ (k٢ − ١

)
, (۴٣. ٣)

k =
E

m٠c٢ قبل مانند نوشته ایم. µ =
GM

c٢ ما که جایی

است. مدار آن در ذره انرژی کل E و

استفاده با است ن مم کنیم تعیین را ذره مدار ل ش تا م سازد قادر را ما که مفید معادله دومین

آید بدست انرژی معادله در ṙ بیان برای (۴٣. ٣) معادله از

dr

dτ
=

dr

dϕ

dϕ

dτ
=

h

r٢
dr

dϕ
. (۴۴ .٣)

: داشت خواهیم انرژی معادله این ذاری جای با

(
h

r٢
dr

dϕ

)٢

+
h٢

r٢ = c٢ (k٢ − ١
)
+

٢GM

r
+

٢GMh٢

c٢r٣ . (۴۵ .٣)

داشت خواهیم یریم ب نظر در را u = ١
r

تقریب اگر

(
du

dϕ

)٢

+ u٢ =
c٢

h٢

(
k٢ − ١

)
+

٢GMu

h٢ +
٢GMu٣

c٢ . (۴۶ .٣)

داشت خواهیم نهایت در م کنیم، متماییز ϕ به توجه با را معادله این
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d٢u

dϕ٢ + u =
GM

h٢ +
٣GM

c٢ u٢. (۴٣. ٧)

لاگرانژی از θ = π
٢ استوایی صفحه در m جرم به ذره ی حرکت معادلات نیوتون گرانش در

م شود تعیین

L =
١
٢
m
(
ṙ٢ + r٢ϕ̇٢

)
+

GMm

r
. (۴٣. ٨)

داریم اویلر‐لاگرانژ معادلات از

r٢ϕ̇ = h, (۴٣. ٩)

و

r̈ =
h

r٣ − GM

r٢ , (۵٣. ٠)

و کرده زین جای را u =
١
r

اکنون اگر است. ذره خاص حرکت گیری انتگرال ثابت h آن در که

م آید بدست سیاره ای های مدار برای نیوتون حرکت معادله کنیم حذف را زمان متغییر

d٢u

dϕ٢ + u =
GM

h٢ . (۵٣. ١)

جرم دار ذرات شعاع حرکت ٧‐ ٣

پس است. h = ٠ یعن است، ثابت ϕ شعاع حرکت برای

ṙ٢ = c٢ (k٢ − ١
)
+

٢GM

r
. (۵٣. ٢)

داشت خواهیم . م کنیم تقسیم ṙ بر و گرفته مشتق τ به نسبت

r̈ = −GM

r٢ , (۵٣. ٣)

٢٣



معنا بدان این حال این با است. نیوتون گرانش در حرکت به مربوط معادله ل ش همان دقیقا که

. م کنند بین پیش را سان ی فیزی رفتار نیوتون گرانش و عام نسبیت که نیست

نظر در است شده خارج r = R در ون س حالت از که را ای ذره ، خواص مثال ی عنوان به

داشت خواهیم .بنابراین k٢ = ١ − ٢GM

c٢R
که م بینیم بلافاصله . م گیریم

ṙ٢

٢
= GM

(
١
r
− ١

R

)
. (۵۴ .٣)

نشان را فیزی اصل نقاط شده، رها نهایت بی در ون س حالت از که ای ذره گرفتن نظر در با

داریم بنابراین است. تر پیچیده بسیار جبر و k = ١ مورد این در م دهیم.

dt

dτ
=

(
١ − ٢µ

r

)−١

, (۵۵ .٣)

dr

dτ
=

(
٢µc٢

r

) ١
٢

. (۵۶ .٣)

بی نهایت در ون س حالت از شعاع طور به که است ذره ای مورد در ما بحث اساس معادلات این

است زیر صورت به (t, r, θ, ϕ) مختصصات سیستن در ذره سرعت .اجزای است شده رها

[uµ] = [
dxµ

dτ
] =

[(
١ − ٢µ

r

)−١

,−
(

٢µc٢

r

) ١
٢

,٠,٠

]
. (۵٣. ٧)

م رسیم زیر رابطه به dr رابطه از گیری انتگرال با

τ =
٢
٣

√
r٣

٠
٢µc٢ − ٢

٣

√
r٣

٢µc٢ , (۵٣. ٨)

نوشته ایم. r = r٠ و τ = ٠ برای را گیری انتگرال ثایت ما که جایی

توصیف r(t)صورت به را مسیر م توانیم τ مناسب زمان حسب بر خط جهان بندی پارامتر جای به

داریم کنیم.

dr

dt
=

dr

dτ

dτ

dt
= −

(
٢µc٢

r

)١
٢
(

١ − ٢µ
r

)
. (۵٣. ٩)

داشت خواهیم گیری انتگرال با
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t =
٢
٣

√ r٣
٠

٢µc٢ −

√
r٣

٢µc٢

+
۴µ
c

(√
r٠

٢µ
−
√

r

٢µ

)

+
٢µ
c

ln

∣∣∣∣∣∣∣∣

√

r

٢µ
+ ١√

r

٢µ
− ١



√

r٠

٢µ
− ١√

r٠

٢µ
+ ١


∣∣∣∣∣∣∣∣ , (۶٣. ٠)

م دهد. r = r٠ در را t = ٠ گیری انتگرال ثابت که جایی

یزرگ شعاع در ثابت ناظر ی توسط شده تجربه مناسب زمان با t مختصات زمان که آنجایی از

ذره تا م کشد طول نهایت بی زمان ناظری، چنین برای که یریم ب نتیجه باید بنابراین دارد، مطابقت

گیری اندازه عبور حال در ذره برای سرعت چه r در ثابت ناظر ی م بینیم حال برسد. r = ٢µ به

داریم شوارتزشیلد متری از م کند.

dt′ =

(
١ − ٢µ

r

)١
٢
dt. (۶٣. ١)

مشابه طور به

dr′ =

(
١ − ٢µ

r

)١
٢
dr. (۶٣. ٢)

زیر صورت به م شود گیری اندازه r در ثابت ناظر ی توسیط که شعاع ذره سرعت بنابراین

است

dr′

dt′
=

(
١ − ٢µ

r

)−١
dr

dt
= −

(
٢µc٢

r

)١
٢
. (۶٣. ٣)

ثابت ناظر ی ، r = ٢µ به ذره شدن نزدی با که م بینیم را انگیزی فت ش نتیجه ما بنابراین

دارد. تمایل c به ذره سرعت که م کند مشاهده شعاع آن در

جرم دار ذرات دایره ای حرکت ٨‐ ٣

داشت خواهیم ذاری حای با .ṙ = r̈ = ٠ پس r = const استوایی صفحه در دایره حرکت برای
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u =
GM

h
+

٣GMu٢

c٢ , (۶۴ .٣)

میابیم در آن از که

h٢ =
µc٢r٢

r − ٣µ
. (۶۵ .٣)

م آید بدست ذاری جای چند انجام با ترتیب بدین

k =
١ − ٢µ

r(
١ − ٣µ

r

) ١
٢
. (۶۶ .٣)

م شود. داده E = km٠c
٢ توسط r شعاع به دایره ی در m٠ ثابت جرم با ذره ی انرژی پس

نیاز E < m٠c
٢ به ما کار این برای م کنیم. استفاده ل ش ای دایره های مدار تعیین بزای نتیجه این از

داشت خواهیم k شدن محدود برای پس داریم،

(
١ − ٢µ

r

)٢

= ١ − ٣µ
r
. (۶٣. ٧)

r٢ϕ̇ = h ژئودزی معادله در h٢ زین جای با م توانیم اند. معادله جواب r = ∞ و r = ۴µ م بینیم

داشت خواهیم

(
dϕ

dτ

)٢

=
µc٢

r٢ (r − ٣µ)
. (۶٣. ٨)

جرم ی اطراف در r < ٣µ با دایره ای های مدار برای را آن نم توان که است این معادله این اهمیت

متفاوت نیوتون نظریه با این . باشد بزرگ چقدر زاویه ای حرکت اندازه نیست مهم باشد، داشته کروی

داریم همچنین است.

(
dϕ

dt

)٢

=

(
dϕ

dτ

dτ

dt

)٢

=

(
١ − ٢µ

r

)٢

k٢

(
dϕ

dτ

)٢

=
µc٢

r٣ =
GM

r٣ . (۶٣. ٩)

r که گفت نم توان چه اگر است. r شعاع به دایره ای مدار دوره برای نیوتون عبارت همان دقیقا این

، ٢πr کامل دور ی در شده ط فضایی فاصله که م بینیم اما ، است نسبیت حالت مدار شعاع در

. است نیوتون همانند درست
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جرم دار ذرات مدار ثبات ٩‐ ٣

در . کنیم بررس را عظیم کروی جرم ی دور به محدود دایره ای مدار ترین نزدی پایداری م خواهیم

است زیر صورت به مرکزی پتانسیل ی در ذره ی حرکت معادله نیوتون دینامی

١
٢

(
dr

dt

)٢

+ Veff (r) = E, (٣. ٧٠)

کروی جرم دور به گردش برای است. جرم واحد در ذرات کل انرژی E و موثر پتانسیل Veff که جایی

م آید بدست زیر رایطه از موثر پتانسیل M

Veff = −GM

r
+

h٢

٢r٢ , (٣. ٧١)

. است ذره خاص زاویه ای تکانه h که جایی

ذره که م باشد ای زاویه حرکت مانع محدود زاویه ای تک حرکت که م بینیم نیوتون دینامی در

نیست. صادق عام نسبیت در این که م رساند r = ٠ به را

است زیر صورت به کروی جرم ی اظراف در ذره ی برای انرژی معادله عام نسبیت در

١
٢

(
dr

dτ

)٢

+
h٢

٢r٢

(
١ − ٢µ

r

)
− µc٢

r
=

c٢

٢
(
k٢ − ١

)
. (٣. ٧٢)

است زیر صورت به جرم واحد در پتانسیل عام نسبیت در بنابراین

Veff (r) = −µc٢

r
+

h٢

٢r٢ − µh٢

r٣ , (٣. ٧٣)

نسبیت غیر محدوده در . است نیوتون مورد با مقایسه در ١
r٣ یا متناسب اضاف عبارت ی دارای که

م شوند. برابر معادله دو c → ∞

داریم پتانسیل معادله از گیری مشتق با

dVeff

dr
=

µc٢

r٢ − h٢

r٣ +
٣µh٢

r۴ . (٧۴ .٣)

است زیر دوم درجه معادله حل در موثر پتانسیل محدوده بنابراین
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µc٢r٢ − h٢r + ٣µh٢ = ٠, (٧۵ .٣)

است زیر صورت به آن جواب که

r =
h

٢µc٢

(
h+

√
h٢ − ١٢µc٢

)
(٧۶ .٣)

r =
h

٢µc٢

(
h−

√
h٢ − ١٢µc٢

)
. (٣. ٧٧)

وجود انتها ی فقط باشد، h =
√

١٢µc = ٢
√

٣µc اگر که م کنیم توجه خاص طور یه ما

ندارد. وجود h از کمتر مقادیر برای مدار در عطف نقطه هیچ و دارد

دارد پایدار مدور مدار ترین درون که است این نتیجه این اهمیت

rmin = ۶µ =
۶GM

c٢ . (٣. ٧٨)

اطراف در برافراشته قرص ی در گاز دارد. جالبی نجوم پیامد های پایدار مدار ترین درون وجود

حال این با م گیرد. قرار فشرده جسم اطراف در دایره ای مدار در جرم دار شده فشرده مرکزی جسم ی

شتاب دادن دست از با م دهد. دست از را خود زاویه ای شتاب آرام به متلاطم گرانروی دلیل به گاز

م دهد دست از را خود گرانش پتانسیل انرژی و کند م حرکت داخل سمت به آرام به گاز زاویه ای،

مدار ی نم تواتد ر دی که م دهد دست از قدری به را خود ای زاویه شتاب سرانجام . م شود گرم و

م پیچد. مرکزی جسم سمت به داخل سمت به سرعت به بنابراین و کند دنبال را پایدار دایره ای

خواهیم . است پایدار دایره ای مدار ترین درون در ” گرانش اتصال انرژی ” نظم از بازده حداکثر

داشت

E

m٠c٢ =
٢
√

٢
٣

= ٠٫٩۴٣. (٣. ٧٩)

است برافزایی قرص تابش راندمان حداکثر بنابرابن

ϵacc = ۵٫٧ (٣. ٨٠)

از درصد چند شاید م تواند فشرده بسیار نجوم جسم ی اطراف در کننده جمع قرص ی بنابراین

هلیوم به هیدروژن هسته ای سوختن کارایی با م توان را .این کند تبدیل تابش به را گاز بقیه جرم انرژی

کرد مقایسه

ϵnuclear = ٠٫٧ (٣. ٨١)
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١٠ حدودا که هستند بازده با تابش به ون س جرم انرژی تبدیل به قادر تراکم قرص های بنابراین

برخ باعث فشرده بسیار اجسام تراکم” قدرت ” است. هیدروژن هسته ای سوختن بازده از بیشتر برابر

. م شود جهان ذر شده شناخته پدیده های ترین انرژی پر از

است ن مم h صفر غیر زاویه ای حرکت با ذره ای گرفتن و دایره ای غیر مدار ی از بصری تصویری

استفاده با . آید بدست τ ویژه زمان به توجه با جرم دار ذرات مدار های برای انرژی نقاط معادله تمایز با

که م فهمیم dr

dτ
مشتق اولین حذف برای اصل معادله از

d٢r

dτ٢ = −GM

r٢ +
h٢

r٣ − ٣h٢GM

c٢r۴ . (٣. ٨٢)

نیوتون عبارت شبیه بسیار راست سمت در اول جمله دو باشیم، داشته انتظار است ن مم که همانطور

سوم جمله است. h٢ با متناسب دافعه ای ” گریز ”مرکز نیروی و داخل گرانش نیروی به مربوط که است

م دهد نشان این م کند. عمل داخل سمت به بار این اما است، h٢ با متناسب هم باز اما است جدید

تغییر را علامت مرکز از گریز ،نیروی r = ٣GM

c٢ شعاع در ویژه به فشرده جسم ی به نردی که

منحرف جرم به حد از بیش که را ای ذره هر مرگ بنابراین م شود، هدایت داخل سمت به و م دهد

م شود. است شده داده نشان ل ش در که مارپیچ های مدار به منجر این م کند. تسریع را شود

فوتون ها مسیر ١٠‐ ٣

از نم توانیم ما است. خال ژئودزی ی است) صفر آن ون س جرم که ای ذره هر (و فوتون مسیر

با م کنیم. استفاده σ وابسته پارامتر از عوض در ،بنابرابن کنیم استفاده پارامتر عنوان به τ ویژه زمان

داریم gµν ẋµẋν = ٠ زین جای

(
١ − ٢µ

r

)
ṫ = k, (٣. ٨٣)

c٢
(

١ − ٢µ
r

)
ṫ٢ −

(
١ − ٢µ

r

)−١

ṙ٢ − r٢ϕ̇٢ = ٠, (٨۴ .٣)

r٢ϕ̇ = h, (٨۵ .٣)

داریم فوتون های مسیر یرای
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ṙ٢ +
h٢

r٢

(
١ − ٢µ

r

)
= c٢k٢. (٨۶ .٣)

داشت خواهیم h = r٢ϕ̇ زین جای با

dr

dσ
=

dr

dϕ

dϕ

dσ
=

h

r٢
dr

dϕ
. (٣. ٨٧)

داریم u =
١
r

با و

d٢u

dϕ٢ + u =
٣GM

c٢ u٢. (٣. ٨٨)

. م کنیم بررس را ای ودایره شعاع حرکت خاص مورد دو هم یاز

فوتون شعاع حرکت ١١‐ ٣

پس ϕ̇ = ٠ شعاع حرکت برای

c٢
(

١ − ٢µ
r

)
ṫ٢ −

(
١ − ٢µ

r

)−١

ṙ٢ = ٠. (٣. ٨٩)

م آوریم بدست

dr

dt
= ±c

(
١ − ٢µ

r

)
. (٣. ٩٠)

داریم: گیری انتگرال با

خروج فوتون

ct = r + ٢µln
∣∣∣∣ r٢µ − ١

∣∣∣∣+ const. (٣. ٩١)

ورودی فوتون

٣٠



ct = −r − ٢µln
∣∣∣∣ r٢µ − ١

∣∣∣∣+ const. (٣. ٩٢)

قبل جبری نتیجه پشت در را ” ”تصویر که م دهد را ان ام این ما به سب نور مورد در ما دانش

دارد. احتیاج زمان نهایت بی رویداد افق به رسیدن برای ذره ی که بسازیم خود

به سقوط در جرم دار ذره ی توسط که τ ویژه زمان شد، بحث قبلا که همانطور حال این یا

بنابراین ندارد. صفر به تمایل نقطه این در dr

dτ
این بر علاوه . است محدود م شود تجربه r = ٢µ

م کند. عبور آستانه این از احتمالا و است” نشده تمام ”بخار ذره

فوتون دایره ای حرکت ١٢‐ ٣

بنابراین . r = const دایره ی در حرکت برای

r =
٣GM

c٢ . (٣. ٩٣)

باشد. داشته فوتون مسیر در بسزایی تاثیر م تواند عظیم جرم ی بنابراین

فوتون مدار های پایداری ١٣‐ ٣

م کنیم نویس باز زیر صورت به فوتون مدار برای را انرژی معادله

ṙ٢

h
+ veff (r) =

١
b٢ , (٩۴ .٣)

کردیم تعریف زیر صورت به را موثر پتانسیل و b = h

ck
مقدار ما که جایی

veff (r) =
١
r٢

(
١ − ٢µ

r

)
. (٩۵ .٣)

١
(٢٧mu٢)

آن مقدار که حداکثریست دارای r = ٣µ در که م بینیم موثر پتانسیل نمودار مشاهده با

فوتون ای دایره مدار هیچ که م گیریم نتیجه است. ناپایدار r = ٣µ در ای دایره مدار بنابراین است.

. ندارد وجود شوارتزشیلد هندسه ذر ای

٣١



داریم آن فیزی معنای یافتن برای م شود. تعیین b ثابت مقدار با فوتون کل های مدار ویژگ

dϕ

dr
=

ϕ̇

ṙ
=

١
r٢

[
١
b٢ − ١

r٢

(
١ − ٢µ

r

)]− ١
٢

. (٩۶ .٣)

r → ∞ عنوان به ، فوتون مدار ی برای بنابراین

داریم

r٢dϕ

dr
= ±b. (٣. ٩٧)

بود خواهد معادله این حل راه ϕ → ٠ فرض با

r = ± b

sinϕ
, (٣. ٩٨)

م دهد. عبور مبدا طرف دو هر در b پارامتر با را مستقیم خط دو معادلات که

، م گیریم نظر در داخل به رو های فوتون ابتدا دارد. بستگ ضربه پارامتر مقدار به مدار ماهیت

نقطه ی مدار صورت این در باشد b > ٣
√

٣µ اگر . است کاهش حال در ابتدا در r که فوتون یعن

باشد، b < ٣
√

٣µ اگر م کند. فرار نهایت بی به دوباره و دارد را رد روی ترین نزدی از واحد عطف

م شود. مارپیچ مبدا سمت به و شده گرفته عظیم جرم توسط پرتو

دارد. وجود نیز م شوند شروع کوچی های شعاع از که هایی مسیر مورد در مشابه ملاحظات

است. b پارامتر دارای آن مستقیم مسیر نهایت بی در و م کند فرار فوتون باشد، b > ٣
√

٣µ اگر

گرانش سرخ تغییرات به کل رد روی ١‐ ٣۴

که جایی یرید، ب نظر در xµ مختصر مختصات سیستم از برخ در gµν متری با کل فضا زمان ی

ترتیب به R گیرنده و E فرستنده اگر هستند. فضایی مختصات xi و است زمان مختصات ی x٠

توسط که فوتون است.انرژی ناظر هر ویژه زمان τ آن در که xµ
R(τR) و xµ

E(τE) جهان خطوط دارای

است زیر صورت به م شود گیری اندازه B در گیرنده توسط و A در فرستنده

E(A) = p(A).uE(A) = pµ(A)u
µ
E(A), (٣. ٩٩)

٣٢



E(B) = p(B).uR(B) = pµ(B)uµ
R(B), (٣. ١٠٠)

های رویداد در گیرنده و فرستنده سرعت uR و uE و است B و A در فوتون سرعت pµ که جایی

است. B و A

داشت خواهیم است، E = hν دو هر در که آنجایی از

νR
νE

=
pµ(B)uµ

R(B)

pµ(A)u
µ
E(A)

. (٣. ١٠١)

منتقل مسیر در موازی بطور هست، ژئودزی بر مماس نقطه هر در تکانه فوتون که آنجایی از

شود، توصیف σ وابسته های پارامتر برخ اساس بر xµ(σ) فوتون ژئودزی اگر بنابراین، م شود.

داریم

dpµ
dσ

− Γν
µρpν

dxρ

dσ
= ٠. (٣. ١٠٢)

داشت خواهیم pµ =
dxµ

dσ
که کنیم انتخاب طوری را σ وابسته پارامتر اگر

dpµ
dσ

= Γν
µρpνp

ρ. (٣. ١٠٣)

است زیر صورت به معادله این انتگرال اولین

pµpmu = ٠. (١٠۴ .٣)

بدست زیر صورت به سرعت ان م اجزای ثابت فضایی مختصات با فرستنده و گیرنده دو برای

م آید

ui
E =

dxi
E

dτE
, (١٠۵ .٣)

ui
R =

dxi
R

dτR
, (١٠۶ .٣)

٣٣



میابد. کاهش g٠٠(u
٢(٠ = c٢ به مقدار این ما وضعیت در است. gµνuuuν = c٢ مورد هر در

داشت خواهیم

u٠ =
c

(g٠٠)
١
٢
. (٣. ١٠٧)

بنابراین

νR
νE

=
p٠(B)

p٠(A)

(
g٠٠(A)

g٠٠(B)

) ١
٢

. (٣. ١٠٨)

فوتون ژئودزی امتداد در p٠ یعن این که ∂٠gµν = ٠ که م دهیم انجام اضاف فرض ی اکنون

پس . است ثابت

νR
νE

=

(
g٠٠(A)

g٠٠(B)

) ١
٢

. (٣. ١٠٩)

بودیم[١]. آورده بدست قبلا که است نتیجه ای این که

شوارتزشیلد متری ١‐ ٣۵

م آید بدست زیر صورت به متری مولفه های (٣. ١١) معادله در θ =
π

٢
ذاری جای با

gtt(r) = −f(r) = −١ +
٢M
r

, (٣. ١١٠)

gϕϕ(r) = −r٢ sin٢ θ, (٣. ١١١)

grr(r) = −
(

١ − ٢GM

c٢r

)
, (٣. ١١٢)

gθθ(r) = −r٢. (٣. ١١٣)

م آید بدست زیر صورت به زاویه ای سرعت ،(٢. ١٢) معادله در ذاری جای با

٣۴



Ω =
M

r
٣
٢
√
M

. (١١۴ .٣)

م آید بدست (٢. ١٠) معادله از ویژه انرژی صورت همین به

E =

√
r(−٢M + r)√
r٣−)٢M + r)

. (١١۵ .٣)

بود خواهد (٢. ١٩) معادله از زاویه ای تکانه و

L =

√
Mr٢√

r٣−)٢M + r)
. (١١۶ .٣)

موثر پتانسیل ١‐ ٣۶

در زاویه ای تکانه و ویژه انرژی زاویه ای، سرعت پارامتر های و شوارتزشیلد متری های ذاری جای با

آمد خواهد بدست زیر صورت به موثر پتانسیل (٢. ١٧) معادله

V = − ٢ ((۶M − r)r)

r٣/٢ (
√
r(−٣ + r)) (r(−٢ + r))

. (٣. ١١٧)

در تندی شیب با و شروع بی نهایت از پتانسیل Rs = ۴ در که م شود مشاهده ٢‐ ٣ ل ش در

شیبی با سپس و شده کم کند شیبی با پتانسیل منف مقدار های در سپس م رسد. صفر به Rs = ۶

م رسد. صفر پتانسیل به بی نهایت شعاع در و برم گردد صفر سمت یه کندتر

م شود تعریف زیر صورت به کرچمن الر اس

RµνρσR
µνρσ = Σ−۶

(
∆

M

)−٢

g(r, θ), (٣. ١١٨)

آن در که

Σ = r٢, (٣. ١١٩)

و

∆ = r٢ − ٢Mr. (٣. ١٢٠)

٣۵
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شوارتزشیلد سیاه چاله در شعاع حسب بر موثر پتانسیل تغییرات :٢‐ ٣ ل ش

g(r, θ) تابع است. Σ = ٠ برای واگرایی دارای کریچمن الر اس که دریافت م توان فوق رابطه از

م شوند تعریف زیر شعاع های ∆ = ٠ خاص مقدار در پس است. متناسب ∆٢ با که است تابع

r± = ٢M, (٣. ١٢١)

م آید بدست زیر شعاع های f = ٠ نهایت بی سرخ به انتقال خاص حالت برای و

rs,n = ٢M. (٣. ١٢٢)

شود: م تعریف زیر صورت به شوارتزشیلد حل برای نیز ر دی شعاع های تعاریف از استفاده با و

بود خواهد ذرات مدار های مرز درون ترین شعاع

−٣
Rph

+ ١ = ٠, (٣. ١٢٣)

Rph = ٣. (١٢۴ .٣)

٣۶



بود خواهد م کند تعیین را آن E = ١ که شعاع و

Rmb = ۴, (١٢۵ .٣)

با است برابر م کند صفر را پتانسیل ان م دوم مشتق که شعاع آخر در

Rms = ۶, (١٢۶ .٣)

که جایی

r → RM (٣. ١٢٧)

شار ١٧‐ ٣

توجه م آید. بدست تابش انرژی شار به مربوط رابطه (٢. ١٨) معادله در مربوط معادلات ذاری جای با

دهیم. انجام را سازی بعد بی پتانسیل، همانند باید نیز تابش انرژی شار نمودار رسم برای که م شود

م آوریم بدست را زیر معادله ابتدا (٢. ١٨) رابطه آوردن بدست برای

L,R(E − ΩL) =
R(R− ۶)

٢R٣/٢(R− ٣)
. (٣. ١٢٨)

در و است صعودی تند، شیبی با تابش انرژی شار ابتدا در که م شود مشاهده ٣‐ ٣ ل ش در

تا م کند نزول صعود، از تر کند شیبی با سپس و م رسد ١٠ شعاع در خود بیشینه مقدار به که زمان

برسد. صفر مقدار به

دما ١٨‐ ٣

شود: م تعریف زیر ضورت به تابش انرژی شار حسب بر دما شد، بحث قیل در که همانگونه

T ۴ =
F

σSB

(٣. ١٢٩)

کرد. رسم را دما تغییرات نمودار توان م حال

مقدار به که زمان در و است صعودی تند، شیبی با دما ابتدا در که م شود مشاهده ٣ ‐۴ ل ش در

برسد. صفر مقدار به تا م کند نزول صعود، از تر کند شیبی با سپس و م رسد ١٠ شعاع در خود بیشینه

٣٧
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شوارتزشیلد سیاه چاله در شعاع حسب بر تابش انرژی شار تغییرات :٣‐ ٣ ل ش
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شوارتزشیلد سیاه چاله در شعاع حسب بر دما تغییرات :٣ ‐۴ ل ش

درخشندگ ١٩‐ ٣

نویس باز را (٢. ٢٠) معادله ابتدا است. شده نوشته (٢. ١٩) معادله در درخشندگ به مربوط رابطه

م کنیم

١ + z =
R٣/٢√

R٢(R− ٣)
. (٣. ١٣٠)
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شوارتزشیلد سیاه چاله νدر حسب بر درخشندگ تغییرات :٣ ‐۵ ل ش

م کنیم. رسم را ν حسب بر درخشندگ تغییرات نمودار حال

بیشینه بر درخشندگ نمودار سازی بهنجار برای م شود مشاهده ٣ ‐۵ ل ش در که همانگونه

مقدار به تا شده شروع تندی بسیار شیب با ابتدا درخشندگ است. شده رسم ν حسب بر درخشندگ

صفر مقدار به ٣٠ شعاع در و یافته کاهش درخشندگ کند، نسبتا شیبی با سپس م رسد. خود بیشینه

م رسد.
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۴ فصل

کر حل

مقدمه ۴ ‐١

اکثر که م دانیم اما بودیم. گرفته نظر در چرخش بدون را مرکزی جرم ما شوارتزشیلد سیاه چاله در

هستند. چرخش حال در فیزی اختر احرام

حال در آن مرکزی جرم که گرفت نظر در را سیاهچاله ای ١٩۶٣ سال در بار نخستین برای کر، روی

سیاهچاله اینگونه توصیف برای نیز زاویه ای تکانه پارامتر جرم بر علاوه مورد این در است. چرخش

هندسه کننده توصیف کر، متری م گویند. چرخان سیاهچاله های سیاهچاله ها، این به است. نیاز مورد

است. چرخان جسم ی از خارج در فضا زمان ی

متری ۴ ‐٢

جرم ی برای م خواهیم حال آمد. بدست چرخش بدون مرکزی جرم برای متری شوارتزشیلد حل در

آوریم. بدست را متری چرخان مرکزی

متقارن متری م کنیم. تبدیل (x٠, x١, x٢, x٣) مختصات به (t, r, θ, ϕ) مختصات راحت برای

پس باشد. ϕ و t از مستقل باید کروی

gµν = gµν(x
١, x٢), (١ .۴)

هستند. مانده باق فضایی مختصات دو x٢ و x١ که جایی

۴٠



باشد ثابت نیز زیر تبدیلات تحت که داریم نیاز خط عنصر به ما این بر علاوه

t → −t, (٢ .۴)

و

ϕ → −ϕ, (٣ .۴)

که م شود نتیجه هستند. چرخش صرفا که است حرکات دارای مرکزی جرم یعن این که

g٠١ = g٠٢ = g١٣ = g٢٣ = ٠. (۴ .۴)

باشد زیر صورت به باید خط عنصر بنابراین

ds٢ = g٠٠dt
٢+٢g٠٣dtdϕ+g٣٣dϕ

٢+(g١١(dx
٢+٢(١g١٢dx

١dx٢+g٢٢(dx
٢(٢). (۵ .۴)

در مجزا را پرانتز داخل عبارت م توان وابسته اند x٢ و x١ به تنها متری ضرایب که آنجایی از

همیشه یعن است، مسطح کاملا ریمان (شبه) بعدی دو هر منیفولد که واقعیت این از گرفت. نظر

م گیرد ل ش زیر متری آن در که دارد وجود مختصات سیستم ی یافتن ان ام

gab = Ω٢(x)ηab, (۶ .۴)

پس است. (١ ‐) و (١) ه ی ماتریس ηab و است مختصات از دلخواه تابع ی (x)Ω٢ آن در که

م شود بازنویس زیر صورت به (۵ .۴) خط عنصر

ds٢ = Adt٢ −B(dϕ− ωdt)٢ − C((dx١)٢ + (dx٢)٢), (٧ .۴)

هستند. x٢ و x١ فضایی مختصات از دلخواه توابع (A,B,C) آن در که

که م دانیم

۴١



x١ → r, (٨ .۴)

و

x٢ → θ. (٩ .۴)

م آید در زیر صورت به خط عنصر پس

ds٢ = Adt٢ −B(dϕ− ωdt)٢ − Cdr٢ −Ddθ٢. (١٠ .۴)

کنیم. حل را خال فضای میدان معادلات باید ما

Rµν = ٠. (١١ .۴)

برای نیستند. کاف مجهول توابع تمام تعیین برای تنهایی به انیشتین معادلات که است مشخص

هندسه r → ∞ حد در کنیم. تحمیل حل راه بر را اضاف شرایط باید ما کر متری آوردن بدست

زیر صورت به شوارتزشیلد مختصات برای کر خط عنصر م شود. تبدیل مینکوفس به فضا زمان

م شود تبدیل

ds٢ =c

(
١ − ٢µr

ρ٢

)
dt٢ +

۴µacr sin٢ θ

ρ٢ dtdϕ− ρ٢

∆
dr٢ − ρ٢dθ٢

−
(
r٢ + a٢ +

٢µra٢ sin٢ θ

ρ٢

)
sin٢ θdϕ٢, (١٢ .۴)

م شوند تعریف زیر صورت به ρ٢ و ∆ و ثابت µ و a آن در که

∆ = r٢ − ٢µr + a٢, (١٣ .۴)

ρ٢ = r٢ + a٢ cos٢ θ. (١۴ .۴)
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م کنیم تعریف را زیر مولفه حال است. لیندکوئیست بوئر خط عنصر ل ش این که

Σ٢ = (r٢ + a٢(٢ − a٢∆sin٢ θ. (١۵ .۴)

م شود بازنویس زیر صورت به را خط عنصر پس

ds٢ =
∆− a٢ sin٢ θ

ρ٢ c٢dt٢ +
۴µar sin٢ θ

ρ
cdtdϕ

− ρ٢

∆
dr٢ − ρ٢dθ٢ − Σ٢ sin٢ θ

ρ٢ dϕ٢. (١۶ .۴)

م شود زیر صورت یه خط عنصر محاسبات، برخ و ثابت ها اعمال با که

ds٢ =fdt٢ +
۴Mar

Σ
sin٢ θdtdϕ−

(
r٢ + a٢ +

٢Ma٢r

Σ
sin٢ θ

)
× sin٢ θdϕ٢ − Σ

(
dr٢

∆
+ dθ٢

)
, (١٧ .۴)

م شوند تعریف زیر صورت به توابع بقیه و مرکزی جرم M مقیاس، فاکتور a که جایی

f(r, θ) = ١ − ٢Mr

Σ
, (١٨ .۴)

Σ(r, θ) = r٢ + a٢ cos٢ θ, (١٩ .۴)

∆(r) = r٢ + a٢ − ٢Mr. (٢٠ .۴)

م آید بدست زیر صورت به متری مولفه های θ =
π

٢
ذاری جای با

gtt(r) = −f(r) = −١ +
٢M
r

, (٢١ .۴)

و

gtϕ(r) =
−٢Mar sin٢ θ

Σ(r)
= −٢aM

r
, (٢٢ .۴)
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و

gϕϕ(r) = sin٢ θ

(
r٢ + a٢ +

٢Ma٢r sin٢ θ

Σ(r)

)
= a٢ + r٢ +

٢a٢M

r
, (٢٣ .۴)

و

grr(r) =
Σ(r)

∆(r)
=

r٢

a٢ − ٢Mr + r٢ , (٢۴ .۴)

و

gθθ(r) = Σ(r) = r٢. (٢۵ .۴)

م آید بدست زیر صورت به زاویه ای سرعت ،(٢. ١٢) معادله در ذاری جاب با

Ω =
M

aM + r
٣
٢
√
M

. (٢۶ .۴)

م آید بدست (٢. ١٠) رابطه از نیز ویژه انرژی صورت همین به

E =
a
√
M +

√
r(−٢M + r)√

٢a
√
Mr

٣
٢ + r٣−)٢M + r)

. (٢٧ .۴)

بود[١] خواهد (٢. ١١) رابطه از زاویه ای تکانه و

L =

√
M
(
a٢ − ٢a

√
M

√
r + r٢

)
√

٢a
√
Mr

٣
٢ + r٣−)٢M + r)

. (٢٨ .۴)

موثر پتانسیل ۴ ‐٣

معادله در زاویه ای تکانه و ویژه انرژی زاویه ای، سرعت پارامتر های و کر متری مولفه های ذاری جای با

آمد خواهد بدست زیر صورت به موثر پتانسیل (٢. ١٧)

V =
٢M

(
٣a٢ − ٨a

√
M

√
r + (۶M − r)r

)
r٣/٢

(
٢a

√
M +

√
r(−٣M + r)

)
(a٢ + r(−٢M + r))

. (٢٩ .۴)

از منظور این برای کنیم. بعد بی را آمده بدست معادله باید داده ها تحلیل و نمودار رسم برای

م گیریم کم زیر تبدیلات

۴۴
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کر سیاه چاله در شعاع حسب بر موثر پتانسیل تغییرات :۴ ‐١ ل ش

a → a∗M, (٣٠ .۴)

r → RM. (٣١ .۴)

م شود نویس باز زیر صورت به موثر پتانسیل معادله بالا تبدیلات اعمال با

V = −
٢
(

٣a٢
∗ − ٨a∗

√
R + (۶M −R)R

)
M٢R٣/٢

(
٢a∗ +

√
R(−٣ +R)

)
(a٢

∗ +R(−٢ +R))
, (٣٢ .۴)

بر پتانسیل تغییرات نمودار حال م شود. حذف معادله از جرم جرم، مربع بر پتانسیل تقسیم با

م کنیم. رسم را a∗ مختلف مقادیر برای را شعاع حسب

با و شروع بی نهایت از پتانسیل a∗ = ٠٫۴ و a∗ = ٠ در که م شود مشاهده ۴ ‐١ ل ش در

شیبی با سپس و شده کم کند شیبی با پتانسیل منف مقدار های در سپس م رسد. صفر به تندی شیب

م رسد. صفر پتانسیل به بی نهایت شعاع در و برم گردد صفر سمت یه کندتر
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رسیدن با سپس و م شود تند نسبتا شیبی با نزول حرکت به شرو منف از پتانسیل a∗ = ٠٫٨ در

م رسد. صفر به نهایت بی در و م کند حرکت صفر سمت به کند شیبی با خود کمینه نقطه به

کم کم و شده زیاد ملایم شیب با و م کند شروع (۶ ‐) حدود عددی از پتانسیل a∗ = ٠٫٩ در

م رود. نهایت بی سمت یه کند شیب با و م شود کم شیب

م شود تعریف زیر صورت به کرچمن الر اس

RµνρσR
µνρσ = Σ−۶

(
∆

M

)−٢

g(r, θ). (٣٣ .۴)

g(r, θ) تابع است. Σ = ٠ برای واگرایی دارای کریچمن الر اس که دریافت م توان فوق رابطه از

م شوند تعریف زیر شعاع های ∆ = ٠ خاص مقدار در پس است. متناسب ∆٢ با که است تابع

r± = M(١ ±
√

١ − a٢
∗) (٣۴ .۴)

م آید بدست زیر شعاع های f = ٠ نهایت بی سرخ به انتقال خاص حالت برای و

rs,n = M(١ ±
√

١ − a٢
∗ cos

٢ θ). (٣۵ .۴)

م کنیم. رسم را زیر نمودار Rms و Rph ،Rmb تعاریف به توجه با و

دارند منف و مثبت نمودار دو Rms و Rph ، Rmb نمودار سه هر م شود مشاهده ۴ ‐٢ ل ش در

آن کمترین (۶)و Rms برای شروع نقطه بیشترین است. نزول نمودار و صعودی مثبت نمودار که

Rms برای صعودی شیب بیشترین م یابد. افزایش a∗ افزایش با مثبت نمودار (٣)است. Rph برای

مانند شیب کمترین و بیشترین که م کنند نزول نیز منف نمودار های است. Rph برای آن کمترین و

است. مثبت نمودار

شار ۴ ‐۴

توجه م آید. بدست تابش انرژی شار به مربوط رابطه (٢. ١٨) معادله در مربوط معادلات ذاری جای با

دهیم. انجام را سازی بعد بی پتانسیل، همانند باید نیز تابش انرژی شار نمودار رسم برای که م شود

م آوریم. بدست را زیر معادله ابتدا (٢. ١٨) رابطه آوردن بدست برای
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کر سیاه چاله در a∗ بر مختلف شعاع های تغییرات :۴ ‐٢ ل ش
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کر سیاه چاله در شعاع حسب بر تابش انرژی شار تغییرات :۴ ‐٣ ل ش

L,r(E − ΩL) =
−٣a٢

∗ + ٨a∗
√
R +R(R− ۶)

۴a∗R + ٢R٣/٢(R− ٣)
. (٣۶ .۴)

م شود. رسم نمودار حال است. گرفته صورت سازی بعد بی بالا معادله در که م شود مشاهده

تند، شیبی با ها a∗ تمام برای تابش انرژی شار ابتدا در که م شود مشاهده ۴ ‐٣ ل ش در

نزول صعود، از تر کند شیبی با سپس و م رسد خود بیشینه مقدار به که زمان در و است صعودی
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کر سیاه چاله در شعاع حسب بر دما تغییرات :۴ ‐۴ ل ش

آغاز تری کوچ اولیه مقدار از نمودار باشد، بیشتر a∗ مقدار چه هر برسد. صفر مقدار به تا م کند

داشت. خواهد بیشتری ماکزیمم مقدار و م شود

دما ۴ ‐۵

شود م تعریف زیر صورت به تابش انرژی شار حسب بر دما شد، بحث قیل در که همانگونه

T ۴ =
F

σSB

. (٣٧ .۴)

کرد. رسم را دما تغییرات نمودار توان م حال

در و است صعودی تند، شیبی با ها a∗ تمام برای دما ابتدا در که م شود مشاهده ۴ ‐۴ ل ش در

صفر مقدار به تا م کند نزول صعود، از تر کند شیبی با سپس و م رسد خود بیشینه مقدار به که زمان

ماکزیمم مقدار و م شود آغاز تری کوچ اولیه مقدار از نمودار باشد، بیشتر a∗ مقدار چه هر برسد.

داشت. خواهد بیشتری

درخشندگ ۴ ‐۶

نویس باز را ٢. ٢٠ معادله ابتدا است. شده نوشته (٢. ١٩) معادله در درخشندگ به مربوط رابطه

م کنیم
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کر سیاه چاله νدر حسب بر درخشندگ تغییرات :۴ ‐۵ ل ش

١ + z =
a∗ +R٣/٢√

٢a∗R٣/٢ +R٢(R− ٣)
. (٣٨ .۴)

م کنیم. رسم را ν حسب بر درخشندگ تغییرات نمودار حال

بیشینه بر درخشندگ نمودار سازی بهنجار برای م شود مشاهده ۴ ‐۵ ل ش در که همانگونه

شروع تندی بسیار شیب با ابتدا ∗aها تمام برای درخشندگ است. شده رسم ν حسب بر درخشندگ

مشاهده میابد. کاهش درخشندگ کند، نسبتا شیبی با سپس م رسد. خود بیشینه مقدار به تا شده

در البته م رسند. خود کمینه مقدار به تر دیر و دارند بزرگتری بیشینه بزرگتر، ∗aهای که م شود

م رسد. کمینه مقدار به زودتر و م کند نزول بیشتری شیب با نمودار بیشینه مقدار در a∗ = ٠٫٩٩

گیری نتیجه ۴ ‐٧

مورد پارامتر های شد سع کر چرخان متری به شوارتزشیلد استاتی متری تغییر با فصل این در

جسم شدن چرخان با که شد مشاهده شود. مقایسه قبل استاتی حالت با و آورده بدست را بحث

م شود. ایجاد آنان رفتار و پارامتر ها در تفاوت هایی چه سیاه چاله مرکزی

رفتار کر و شوارتزشیلد سیاه چاله دو هر آن در که یافت حد هایی م توان که شد مشاهده همچنین

م باشد. کر چاله سیاه برای حدی چنین a∗ = ٠ خاص مقدار که شد مشاهده دهند. نشان سان ی

کرد. خواهیم مقایسه کر سیاه چاله با را آن و م رویم کیسلیف سیاه چاله بررس سراغ به حال

۴٩



۵ فصل

کیسلیف حل

مقدمه ۵ ‐١

بر دلالت که است انبساط حال در شتاب دار طور به کیهان، که م دهد نشان اخیر نجوم مشاهدات

حال در است، کیهان ثابت اول باشد. چیز دو م تواند فشار این علت دارد. منف فشار حالت

که بطوری ρq انرژی ال چ و pq فشار بین رابطه توسط شده داده حالت معادله ذات با به دوم که

را کیهان ثابت ωq = −١ مرزی مورد م آید. بدست است، −١ < ωq < −١
٣ که pq = ωqρq

م دهد. پوشش

و بررس کرده احاطه را سیاه چاله ی که متقارن کروی ایستا ماهیت برای را انیشتین معادلات ما

بیابیم. م کند مشخص را T ν
µ تکانه انرژی تانسور ذات که را خاص آزاد پارامتر تا م کنیم حل دقت به

نوشت زیر صورت به توان م را چرخش حال در کیسلیف سیاهچاله ی خط عنصر

ds٢ =

(
١ − ٢Mr + αr٣−١ωq

Σ

)
dt٢ − Σ

∆
dr٢ + ٢a sin٢ θ

(
٢Mr + αr٣−١ωq

Σ

)
× dϕdt+ Σdθ٢ − sin٢ θ

[
r٢ + a٢ + a٢ sin٢ θ

(
٢Mr + αr٣−١ωq

Σ

)]
dϕ٢,

(١ .۵)

و مرکزی جرم M که Σ = r٢ + a٢ cos٢ θ و ∆ = r٢ − ٢Mr + a٢ − αr٣−١ωq که جایی

است. مقیاس فاکتور a

است زیر صورت به رویداد افق کننده تعیین شرط

grr = ٠, (٢ .۵)
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یعن که

∆ = ٠. (٣ .۵)

م آید بدست زیر معادله حل با سیاه چاله این رویداد افق های صورت بدین

∆ = r٢ − ٢Mr + a٢ − αr٣−١ωq = ٠. (۴ .۵)

م کنیم اعمال را α = M٣+١ωq تبدیل

∆ = r٢ − ٢Mr + a٢ −M٣+١ωqr٣−١ωq = ٠. (۵ .۵)

آوریم[٣]. بدست را رویداد افق های م توانیم ωq مختلف مقادیر برای بالا معادله حل با

کیسلیف متری ۵ ‐٢

است شده تعریف زیر صورت به خط عنصر عموم صورت

ds٢ = gttc
٢dt٢ + ٢gtϕcdtdϕ+ grrdr

٢ + gθθdθ
٢ + gϕϕdϕ

٢. (۶ .۵)

م شود[۵] زیر صورت به کیسلیف حل در متری ها ذاری جای با که

ds٢ =+
(
١ − ٢Mr + αr٣−١ωq

Σ

)
dt٢ − Σ

∆
dr٢ + ٢a sin٢ θ

(
٢Mr + αr٣−١ωq

Σ

)
× dϕdt− Σdθ٢ − sin٢ θ

[
r٢ + a٢ + a٢ sin٢ θ

(
٢Mr + αr٣−١ωq

Σ

)]
dϕ٢,

(٧ .۵)

م شوند تعریف زیر صورت به توابع بقیه و مرکزی جرم M مقیاس، فاکتور a که جایی

∆ = r٢ − ٢Mr + a٢ − αr٣−١ωq , (٨ .۵)
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و

Σ = r٢ + a٢ cos٢ θ. (٩ .۵)

م آید بدست زیر صورت به متری مولفه های α = M٣+١ωq و θ =
π

٢
ذاری جای با

gtt(r) = −(١ − ٢Mr +M٣+١ωqr٣−١ωq

Σ
), (١٠ .۵)

gtϕ(r) = −a sin٢ θ
٢Mr +M٣+١ωqr٣−١ωq

Σ
, (١١ .۵)

gϕϕ(r) = sin٢ θ

(
r٢ + a٢ + a٢ sin٢ θ

٢Mr +M٣+١ωqr٣−١ωq

Σ

)
, (١٢ .۵)

grr(r) =
Σ

∆
, (١٣ .۵)

gθθ(r) = Σ. (١۴ .۵)

م کنیم. محاسبه ωq = −٠٫۴ و ωq = −٠٫٢ مقدار دو برای را پارامترها حال

نیاز مورد پارامتر های ۵ ‐٣

م گیریم کم زیر تبدیلات از سازی بعد بی برای

a → a∗M, (١۵ .۵)

r → RM. (١۶ .۵)
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م آید بدست زیر صورت به ωq = −٠٫٢ برای زاویه ای سرعت ،(٢. ١٢) معادله در ذاری جاب با

Ω =
a∗(−١ − ٠٫٢R٠٫۶) + ٠٫٧٠٧١٠٧

√
٠٫۴ +

٢
R٠٫۶R

١٫٨

a٢
∗(−١ − ٠٫٢R٠٫۶) +R٣ . (١٧ .۵)

بود خواهد ωq = −٠٫۴ برای و

Ω =
٠٫٧٠٧١٠٧

√
−٠٫٢ +

٢
R١٫٢R

٢٫١ + a∗(−١ + ٠٫١R١٫٢)

R٣ + a٢
∗(−١ + ٠٫١R١٫٢)

. (١٨ .۵)

م آید بدست نیز (٢. ١٠) معادله از ωq = −٠٫٢ برای ویژه انرژی صورت همین به

E =

(
a٢
∗(٢R٠٫٢ + ٠٫۴R٠٫٨)− a∗

√
٠٫٨ +

۴
R٠٫۶ (R

١٫۶) + (۴R٢٫٢ − ٢R٣٫٢)

)

×

R٠٫٧

√
۴a٣

∗

√
٠٫٨ +

۴
R٠٫۶ (R

٠٫٨) + a٢
∗(−١٢R− ١٢R٢) + A

−١

,

(١٩ .۵)

که

A =− ٠٫٩۶R٢٫٢ − ٢٫۴R٢٫۶) + ١٢a∗

√
٠٫٨ +

۴
R٠٫۶ (R

٢٫٨

+ ٠٫۴R٣٫۴)− ١٢R۴ − ۴٫٨R۴٫۶ + ۴R۵. (٢٠ .۵)

بود خواهد ωq = −٠٫۴ برای و

E =

(
a٢
∗(R

٠٫٢ − ٠٫١R١٫۴)− a∗

√
−٠٫۴ +

۴
R١٫٢ (R

١٫٣) + ٢R٢٫٢ +R٣٫۴

)

×

R٠٫۶۵

√
a٣
∗

√
−٠٫۴ +

۴
R١٫٢ (R

١٫٢ − ٠٫١R٢٫۴) + a٢
∗ +B

−١

, (٢١ .۵)

آن در که

B =
(
− ٣R١٫١ − ٣R٢٫١ + ٠٫٣R٣٫٣ + ٠٫٠٩R٣٫۵)+ ٣a∗

√
−٠٫۴ +

۴
R١٫٢

× (R٣٫٢ + ٠٫٣R۴٫۴)− ٣R۴٫١ +R۵٫١ − ٠٫٩R۵٫٣. (٢٢ .۵)

۵٣



بود خواهد (٢. ١١) رابطه از ωq = −٠٫٢ برای زاویه ای تکانه و

L =

(
١٫۴١۴٢١R۴

√
٠٫۴ +

٢
R٠٫۶ + C٠

)

×

R٠٫٧

√
۴a٣

∗

√
٠٫٨ +

۴
R٠٫۶ (R

٠٫٨ + ٠٫٢R١٫۴) + C

−١

, (٢٣ .۵)

آن در که

C٠ =a٢
∗

√
٠٫۴ +

٢
R٠٫۶ (−٢٫٨٢٨۴٣R− ١٫۴١۴٢١R١٫۶ − ١٫۴١۴٢١R٢)

+ a∗(۶R٢٫٢ + ٢٫۴R٢٫٨), (٢۴ .۵)

و

C =a٢
∗(−١٢R− ٧٫٢R١٫۶ − ١٢R٢ − ٢٫۴R٢٫۶) + ١٢a∗

√
٠٫٨ +

۴
R٠٫۶

× (R٢٫٨ + ٠٫۴R٣٫۴)− ١٢R۴ − ۴٫٨R۴٫۶ + ۴R۵. (٢۵ .۵)

بود خواهد ωq = −٠٫۴ برای و

L =

(
−٠٫٧

√
−٠٫٢ +

٢
R٢٫١R

۴٫١ − a٣
∗(٠٫١R١٫٢) + a٢

∗

√
−٠٫٢ +

٢
R٢٫١D٠

)

×

R٠٫۶۵

√
a٣
∗

√
−٠٫۴ +

۴
R١٫٢ (R

١٫٢) + a٢
∗(−٣R١٫١ − ٣R٢٫١) +D

−١

,

(٢۶ .۵)

آن در که

D٠ = (−١٫۴١۴R١٫١ − ٠٫٧٠٧R٢٫١ − ٠٫٧٠٧R٢٫٣) + a∗(٣R٢ + ٠٫٩R٣٫٢), (٢٧ .۵)

و

D =− ٠٫۶R٢٫٣ + ٠٫٣R٣٫٣ + ٠٫٠٩R٣٫۵) + ٣a∗

√
−٠٫۴ +

۴
R١٫٢

× (R٣٫٢ + ٠٫٣R۴٫۴)− ٣R۴٫١ +R۵٫١ − ٠٫٩R۵٫٣. (٢٨ .۵)

۵۴



موثر پتانسیل ۵ ‐۴

معادله در زاویه ای تکانه و ویژه انرژی زاویه ای، سرعت پارامتر های و کر متری مولفه های ذاری جای با

آمد خواهد بدست زیر صورت به ωq = −٠٫٢ برای موثر پتانسیل (٢. ١٧)

V =
(
a۴
∗(−١٠R٣٫۶ − ٣٫۶R۴٫۴ − ٠٫٣٢R۵) + a٣

∗ + E٠ + E
)

×

[
R۴٫٨(a٢

∗ −R١٫۶)

(
−١٫۶۶٧a٣

∗

√
٠٫٨ +

٠٫۴
R٠٫۶ (R

٠٫٨ + ٠٫٢R١٫٢) + F

)]−١

,

(٢٩ .۵)

آن در که

E٠ =

√
٠٫٨ +

٠٫۴
R٠٫۶ (١٣٫٣٣R۴٫۶ + ۵٫٣٣R۵٫٢ + ١٠R۵٫۶ + ١٫۶R۶٫٢)

+ a٢
∗(−٢٠R۴٫٨ − ١۴٫٨R۵٫۴ − ۵٠R۵٫٨ − ٣٫٧۶R۶), (٣٠ .۵)

و

E =− ١٩٫۶R۶٫۴ − ١٠R۶٫٨ − ١٫٩R٧ − ١٫۶R٧٫۴) + a∗

√
٠٫٨ +

٠٫۴
R٠٫۶

× (٢٠R۶٫۶ + ١٠R٧٫۶ + ١٫۶R٧٫٨ + ١٫۶R٨٫٢)− ٢٠R٧٫٨ − ١٫۶R٩, (٣١ .۵)

و

F =(۵R + ٣R١٫۶ + ۵R٢ +R٢٫۶)− ۵a∗

√
٠٫٨ +

٠٫۴
R٠٫۶ (R

٢٫٨ + ٠٫۴R٣٫۴)

+ ۵R۴ + ٢R۴٫۶ − ١٫۶۶۶۶٧R۵ + a٢
∗. (٣٢ .۵)

بود خواهد ωq = −٠٫۴ برای و

V =

(
−٢
(

٣a۴
∗R

٠٫٠٢)٠٫٨۴ +
۴

R٢٫۴ − ٠٫۶۴
R١٫٢ ) + ٢۴R٢٫۴ +G+H + I

))
×
[
R٣(R− a٢

∗ +R(R− ٢)
R١٫٢ ) (J٠ + J)

]−١

, (٣٣ .۵)

۵۵



آن در که

G =− ۴R٣٫۴ − ٠٫٩۶R٣٫۶ − ۶a∗R٣٫٩

√
−٠٫۴ ۴

R١٫٢ (−٠٫١٢ +
۴

R٢٫۴ − ٠٫١۶
R١٫٢ )

+ ٠٫٨٨R۴٫۶ − ٠٫٧٢R۴٫٨, (٣۴ .۵)

و

H =− ٢a٣
∗R

١٫٩

√
−٠٫۴ ۴

R١٫٢ (٠٫٨ +
−١٫۶ − ٠٫٣٣R

R١٫٢ +
٨ + ۶R
R٢٫۴ )

+ ٣a٢
∗R

٠٫٠٢)٣۴ +
−٠٫٢٠٨ + ٠٫١٨۴R

R١٫٢ , (٣۵ .۵)

و

I =
−١٫١٢ + (−٣٫٨۴ − ٠٫٢۴R)R

R٢٫۴ +
٨ + ۴R(۵ +R)

R٣٫۶ , (٣۶ .۵)

و

J٠ =
٢a٣

∗(−٠٫٢ + ٢
R١٫٢ )

√
−٠٫۴ ۴

R١٫٢

R٠٫١ , (٣٧ .۵)

و

J =+ ۴R١٫۶(R− ٣) + ۶a∗R٠٫)١٫٩۶ +
٢

R١٫٢ )

√
−٠٫۴ ۴

R١٫٢

− ٣٫۶R٢٫٨ − ٣a٢
∗(−٠٫٢ +

٢
R١٫٢ )R(٠٫۶ +

٢(R + ١)
R١٫٢ ). (٣٨ .۵)

م کنیم. رسم را شعاع سه این نمودار های Rms و Rph ،Rmb تعاریف به توجه با

a∗ افزایش با خود مثبت مقدار برای حالت سه تمام م شود مشاهده ۵ ‐١ ل ش در که همانگونه

مقایسه در ωq = −٠٫٢ برای م باشد. نزول شعاع آن افزایش با خود منف برای و صعودی نمودار

صعود کند تری شیب با و م شوند شروع بالاتری نقطه از منف و مثبت مقدار دو هر برای نمودار کر،

اما دارد دو هر از تری پایین شروع نقطه نمودار اینکه وجود با نیز ωq = −٠٫۴ برای م کنند. نزول و

م رسند. بهم a∗ = حدود در ωq مقدار دو منف نمودار م کند. صعود و نزول کندتری شیب با

a∗ افزایش با خود مثبت مقدار برای حالت سه تمام م شود مشاهده ۵ ‐٢ ل ش در که همانگونه

مقایسه در ωq = −٠٫٢ برای م باشد. نزول شعاع آن افزایش با خود منف برای و صعودی نمودار

۵۶
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کیسلیف سیاه چاله در a∗ برحسب Rmb شعاع تغییرات :۵ ‐١ ل ش
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کیسلیف سیاه چاله در a∗ برحسب Rph شعاع تغییرات :۵ ‐٢ ل ش

سان ی تقریبا شیب با و م شوند شروع بالاتری نقطه از منف و مثبت مقدار دو هر برای نمودار کر،

دارد دو هر از بالاتری شروع نقطه نمودار اینکه وجود با نیز ωq = −٠٫۴ برای م کنند. نزول و صعود

م رسند. بهم a∗ = حدود در ωq مقدار دو منف نمودار م کند. صعود و نزول تندتری شیب با اما

a∗ افزایش با خود مثبت مقدار برای حالت سه تمام م شود مشاهده ۵ ‐٣ ل ش در که همانگونه

مقایسه در ωq = −٠٫٢ برای م باشد. نزول شعاع آن افزایش با خود منف برای و صعودی نمودار

سان ی تقریبا شیب با و م شوند شروع بالاتری نقطه از منف و مثبت مقدار دو هر برای نمودار کر،
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کیسلیف سیاه چاله در a∗ برحسب Rmb شعاع تغییرات :۵ ‐٣ ل ش

دارد دو هر از بالاتری شروع نقطه نمودار اینکه وجود با نیز ωq = −٠٫۴ برای م کنند. نزول و صعود

م رسند. بهم a∗ = حدود در ωq مقدار دو منف نمودار م کند. صعود و نزول تندتری شیب با اما

شار ۵ ‐۵

توجه م آید. بدست تابش انرژی شار به مربوط رابطه ٢. ١٩ معادله در مربوط معادلات ذاری جای با

دهیم. انجام را سازی بعد بی پتانسیل، همانند باید نیز تابش انرژی شار نمودار رسم برای که م شود

a∗ = و a∗ = ٠٫۴ ، a∗ = ٠٫٠ مختلف مقادیر برای را شعاع حسب بر شار تغییرات نمودار حال

م کنیم. رسم ωq = −٠٫۴ و ωq = −٠٫٢ مقدار دو و کر برای و ٠٫٩٩

بسیار شیب با شعاع افزایش با ابتدا در نمودار سه هر م شود، مشاهده ۵ ‐۴ ل ش در که همانگونه

بازگردند. اولیه شار به تا م کنند نزول کند شیبی با بیشینه نقطه به رسیدن از بعد و کرده صعود تندی

بیشینه نقطه و دارد کر به نسبت بیشتری اولیه شعاع نمودار ωq = −٠٫٢ در که م شود مشاهده

از بیشتر اولیه مقدار است. همچنین نیز نمودار ر دی است. سان ی تقریبا آن شیب اما دارد تری کوچ

است. شده رسم که ر دی نمودار دو با سان ی تقریبی شیب با دارد تری کوچ بیشینه و قبل

بسیار شیب با شعاع افزایش با ابتدا در نمودار سه هر م شود، مشاهده ۵ ‐۵ ل ش در که همانگونه

بازگردند. اولیه شار به تا م کنند نزول کند شیبی با بیشینه نقطه به رسیدن از بعد و کرده صعود تندی

بیشینه نقطه و دارد کر به نسبت بیشتری اولیه شعاع نمودار ωq = −٠٫٢ در که م شود مشاهده

از بیشتر اولیه مقدار است. همچنین نیز نمودار ر دی است. سان ی تقریبا آن شیب اما دارد تری کوچ
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a∗ = ٠ ازای به کیسلیف سیاه چاله در شعاع حسب بر شار تغییرات :۵ ‐۴ ل ش
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a∗ = ٠٫۴ ازای به کیسلیف سیاه چاله در شعاع حسب بر شار تغییرات :۵ ‐۵ ل ش

است. شده رسم که ر دی نمودار دو با سان ی تقریبی شیب با دارد تری کوچ بیشینه و قبل

بسیار شیب با شعاع افزایش با ابتدا در نمودار سه هر م شود، مشاهده ۵ ‐۶ ل ش در که همانگونه

بازگردند. اولیه شار به تا م کنند نزول کند شیبی با بیشینه نقطه به رسیدن از بعد و کرده صعود تندی

بیشینه نقطه و دارد کر به نسبت بیشتری اولیه شعاع نمودار ωq = −٠٫٢ در که م شود مشاهده

از بیشتر اولیه مقدار است. همچنین نیز نمودار ر دی است. سان ی تقریبا آن شیب اما دارد تری کوچ

دو تفاوت است. شده رسم که ر دی نمودار دو با سان ی تقریبی شیب با دارد تری کوچ بیشینه و قبل
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a∗ = ٠٫٩٩ ازای به کیسلیف سیاه چاله در شعاع حسب بر شار تغییرات :۵ ‐۶ ل ش

بیشتری تفاوت ، قبل نمودار دو با مقایسه در اما است اندک بسیار کیسلیف سیاه چاله به مربوط نمودار

دارند. کر با

دما ۵ ‐۶

م شود: تعریف زیر صورت به تابش انرژی شار حسب بر دما شد، بحث قبل در که همانگونه

T ۴ =
F

σSB

(٣٩ .۵)

و a∗ = ٠٫۴ ، a∗ = ٠٫٠ مختلف مقادیر برای را شعاع حسب بر پتانسیل تغییرات نمودار حال

م کنیم. رسم ωq = −٠٫۴ و ωq = −٠٫٢ مقدار دو و کر برای و a∗ = ٠٫٩٩

بسیار شیب با شعاع افزایش با ابتدا در نمودار سه هر م شود، مشاهده ۵ ‐٧ ل ش در که همانگونه

بازگردند. اولیه شار به تا م کنند نزول کند شیبی با بیشینه نقطه به رسیدن از بعد و کرده صعود تندی

بیشینه نقطه و دارد کر به نسبت بیشتری اولیه شعاع نمودار ωq = −٠٫٢ در که م شود مشاهده

از بیشتر اولیه مقدار است. همچنین نیز نمودار ر دی است. سان ی تقریبا آن شیب اما دارد تری کوچ

است. شده رسم که ر دی نمودار دو با سان ی تقریبی شیب با دارد تری کوچ بیشینه و قبل

بسیار شیب با شعاع افزایش با ابتدا در نمودار سه هر م شود، مشاهده ۵ ‐٨ ل ش در که همانگونه

بازگردند. اولیه شار به تا م کنند نزول کند شیبی با بیشینه نقطه به رسیدن از بعد و کرده صعود تندی
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a∗ = ٠ ازای به کیسلیف سیاه چاله در شعاع حسب بر دما تغییرات :۵ ‐٧ ل ش
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a∗ = ٠٫۴ ازای به کیسلیف سیاه چاله در شعاع حسب بر دما تغییرات :۵ ‐٨ ل ش

بیشینه نقطه و دارد کر به نسبت بیشتری اولیه شعاع نمودار ωq = −٠٫٢ در که م شود مشاهده

از بیشتر اولیه مقدار است. همچنین نیز نمودار ر دی است. سان ی تقریبا آن شیب اما دارد تری کوچ

است. شده رسم که ر دی نمودار دو با سان ی تقریبی شیب با دارد تری کوچ بیشینه و قبل

بسیار شیب با شعاع افزایش با ابتدا در نمودار سه هر م شود، مشاهده ۵ ‐٩ ل ش در که همانگونه

بازگردند. اولیه شار به تا م کنند نزول کند شیبی با بیشینه نقطه به رسیدن از بعد و کرده صعود تندی

بیشینه نقطه و دارد کر به نسبت بیشتری اولیه شعاع نمودار ωq = −٠٫٢ در که م شود مشاهده
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a∗ = ٠٫٩٩ ازای به کیسلیف سیاه چاله در شعاع حسب بر دما تغییرات :۵ ‐٩ ل ش

از بیشتر اولیه مقدار است. همچنین نیز نمودار ر دی است. سان ی تقریبا آن شیب اما دارد تری کوچ

دو تفاوت است. شده رسم که ر دی نمودار دو با سان ی تقریبی شیب با دارد تری کوچ بیشینه و قبل

بیشتری تفاوت ، قبل نمودار دو با مقایسه در اما است اندک بسیار کیسلیف سیاه چاله به مربوط نمودار

دارند. کر با

درخشندگ ۵ ‐٧

ωq = −٠٫٢ برای را ٢. ٢٠ معادله ابتدا است. شده نوشته ٢. ١٩ معادله در درخشندگ به مربوط رابطه

م کنیم نویس باز

١ + z =
(
−۵R۴ + a٢

∗(۵R +R١٫۶)
)

×

√+٢۵R٨ + ٣۵٫٣۵۵٣a٣
∗

√
٠٫۴ +

٢
R٠٫۶ (R

٣٫٨ + ٠٫٢R۴٫۴) +K

−١

,

(۴٠ .۵)
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a∗ = ٠ ازای به کیسلیف سیاه چاله در ν حسب بر درخشندگ تغییرات :۵ ‐١٠ ل ش

آن در که

K =− ٧۵R٧ − ٣٠R٧٫۶ + a٢
∗(−٧۵R۴ − ۴۵R۴٫۶ − ٧۵R۵

− ۶R۵٫٢ − ١۵R۵٫۶) + ١٠۶٫٠۶۶a∗

√
٠٫۴ +

٢
R٠٫۶ (R

۵٫٨ + ٠٫۴R۶٫۴). (۴١ .۵)

بود خواهد ωq = −٠٫۴ برای و

١ + z =
(
١٠R۴ + a٢

∗(−١٠R +R٢٫٢)
)

×
[√

−٣٠٠R٧ + ١٠٠R٨ − ٩٠R٨٫٢ + ١۴١٫۴٢١a٣
∗ + L

]−١
, (۴٢ .۵)

آن در که

L =

√
−٠٫٢ +

٢
R١٫٢ (R

۴٫١ + ٠٫١R۵٫٣) + a٢
∗(−٣٠٠R۵ − ۶٠R۵٫٢ + ٣٠R۶٫٢)

+ ۴٢۴٫۴٢١a∗

√
−٠٫٢ +

٢
R١٫٢ (R

۶٫١ + ٠٫٣R٧٫٣). (۴٣ .۵)

و a∗ = ٠٫۴ ، a∗ = ٠٫٠ مختلف مقادیر برای را ν حسب بر درخشندگ تغییرات نمودار حال

م کنیم. رسم ωq = −٠٫۴ و ωq = −٠٫٢ مقدار دو و کر برای و a∗ = ٠٫٩٩

بسیار شیب با ν افزایش با ابتدا در نمودار سه هر م شود، مشاهده ۵ ‐١٠ ل ش در که همانگونه

اولیه درخشندگ به تا م کنند نزول کند شیبی با بیشینه نقطه به رسیدن از بعد و کرده صعود تندی
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a∗ = ٠٫۴ ازای به کیسلیف سیاه چاله در ν حسب بر شار تغییرات :۵ ‐١١ ل ش

سان ی تقریبا شیب با و شروع صفر اولیه درخشندگ از نمودار سه هر که م شود مشاهده بازگردند.

باز خود اولیه درخشندگ به سان ی هم باز شیب با سپس م رسند. خود سان ی بیشینه به و صعود

م گردند.

بسیار شیب با ν افزایش با ابتدا در نمودار سه هر م شود، مشاهده ۵ ‐١١ ل ش در که همانگونه

اولیه درخشندگ به تا م کنند نزول کند شیبی با بیشینه نقطه به رسیدن از بعد و کرده صعود تندی

سان ی تقریبا شیب با و شروع صفر اولیه درخشندگ از نمودار سه هر که م شود مشاهده بازگردند.

باز خود اولیه درخشندگ به سان ی هم باز شیب با سپس م رسند. خود سان ی بیشینه به و صعود

قبل از تر کند نمودار سه نزول شیب ل ش این در که است این در ۵ ‐١٠ نمودار با تفاوت م گردند.

است.

بسیار شیب با ν افزایش با ابتدا در نمودار سه هر م شود، مشاهده ۵ ‐١٢ ل ش در که همانگونه

اولیه درخشندگ به تا م کنند نزول کند شیبی با بیشینه نقطه به رسیدن از بعد و کرده صعود تندی

با و شروع صفر اولیه درخشندگ از کیسلیف یه مربوط نمودار دو هر که م شود مشاهده بازگردند.

درخشندگ به سان ی هم باز شیب با سپس م رسند. خود سان ی بیشینه به و صعود سان ی تقریبا شیب

بیشینه نقطه اما دارد سان ی صعودی شیب و شروع نقطه اینکه با کر نمودار م گردند. باز خود اولیه

این در که م شود مشاهده هم باز دارد. کیسلیف نمودار های به نسبت تند  تری نزول شیب و تر کوچ

متوجه پس است. شده کوچ     تر نیز بیشینه نقطه حت و کندتر قبل نمودار دو از نزول شیب نیز نمودار

م شود. کندتر نمودار نزول شیب و تر کوچ بیشینه نقطه a∗ افزایش با م شویم
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a∗ = ٠٫٩٩ ازای به کیسلیف سیاه چاله در ν حسب بر شار تغییرات :۵ ‐١٢ ل ش

گیری نتیجه ۵ ‐٨

سیاه برای را زاویه ای سرعت و موثر پتانسیل زاویه ای، تکانه ویژه، انرژی پارامتر های ما فصل این در

رسم را دما و درخشندگ شار، نمودار ωq خاص مقدار دو برای سپس و آوردیم بدست کیسلیف چاله

در تغییرات چه ωq پارامتر تغییر با که شد مشاهده کردیم. مقایسه کر سیاه چاله نمودار های با و کرده

شد. مقایسه کر با و افتاد اتفاق نمودار ها رفتار

۶۵



۶ فصل

پایانی بخش

‐[١٠] گرفت صورت آن روی بر مختلف بررس های آن، حل های و کیسلیف سیاه چاله معرف از بعد

کرد. تعریف را ωq پارامتر و آورد بدست کر متری فرم به را اولیه متری که بررس هایی .[۴۵]

.[۶] باشد داشته −١ < ωq < −١
٣ بین عددی باید پارامتر این که شد بررس سپس

ωq آن ها، در که آمد بدست مدل این برای مهم پارامتر های سیاه چاله این حل  از استفاده با سپس

افق همچنین و اساس شعاع های ژئودزی ها، مثل پارامترها این سپس داشت. قرار ثابت ی عنوان به

جالبی نتایج که آوردند بدست ωq خاص مقدار های برای را آمده بدست مهم پارامتر های ر دی و رویداد

.[۵] داشت همراه به

جرم چرخش از ناش اثرات بررس به م توان سیاه چاله این روی بر شده انجام کار های ر دی از

.[۶] کرد اشاره آن ها کل ترمودینامی بررس و آن مرکزی

شده بررس کامل بطور سیاه چاله و برهنه رویداد افق تفاوت کیسلیف سیاه چاله برای همچنین

.[٨] است

تعمیم اصل پارامتر کل مقدار برای چرخان های سیاهچاله مورد به کیسلیف حل راه همچنین

با چرخش حال در سیاهچاله های حول دایره ای ژئودزی مدارهای مورد در سپس است. شده داده

در خصوص به کرد، بیان ساده توجه قابل ل ش به م توان را نتایج که اصل پارامتر از خاص مقدار

.[٧] است شده بحث تفصیل به متقارن، کروی فضازمان مورد

دایره ای حرکات طریق از شده محدود مرج و هرج بر را باردار ذره ی زاویه ای تکانه تأثیر همچنین

ی توسط که م کند توصیف را فضایی سیاهچاله این شد. بررس کیسلیف سیاه چاله اطراف در ذره

به ژاکوبی ماتریس ی توسط دقیق طور به لیاپانوف توان مقدار است. شده احاطه ناهمسانگرد مایع

م گیرد. قرار آن زاویه ای تکانه و بار جرم نسبت تأثیر تحت ذره تعادل مدار ی موقعیت م آید. دست
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به بقیه م گیرد قرار بحث مورد افق از معین فاصله در و نزدی افق ناحیه در عددی صورت به کران

ی استوایی صفحه در باردار ذره ی حرکت گرفتن نظر در با . است شده سازمانده زیر صورت

دست به را لیاپانوف توان کل بیان ژاکوبین، ماتریس ویژه مقدار محاسبه با متقارن، کروی سیاه چاله

فاصله در و نزدی افق ناحیه در محدود مرج و هرج بر را ذره زاویه ای تکانه تأثیر همچنین آوردند.

.[٩] است شده بررس کیسلیف سیاه چاله افق از معین

پرداختیم ودرخشندگ شار،دما همچون فیزی اختر پارامتر های بررس به ما پایان نامه این در

مقدار دو برای را ر دی پارامتر چند و ویژه انرژی زاویه ای، تکانه موثر، پتانسیل مانند پارامتر هایی و

آوردیم. بدست ωq = −٠٫۴ و ωq = −٠٫٢

مانند بالا در شده اشاره پارامتر های از کدام هر با مرتبط نمودار های کامپیوتر، از استفاده با اینجا در

ωq = −٠٫٢ با کیسلیف سیاه چاله کر، سیاه چاله شوارتزشیلد، سیاه چاله برای را درخشندگ و شار دما،

شد. مقایسه ر دی ی با و رسم را ωq = −٠٫۴ با کیسلیف سیاه چاله و

دو برای کیسلیف سیاه چاله و کر سیاه چاله برای a∗ تغییرات حسب rmb شعاع نمودار ابتدا در

افزایش با ونه چ آن مثبت مقدار برای که شد مشاهده و شد رسم ωq = −٠٫۴ و ωq = −٠٫٢ مقدار

م باشد. آن ها صعودی شیب و شروع نقطه در فقط آن ها تفاوت و م کنند صعود نمودار سه هر a∗

نقطه در نیز مدل این در تمایز و هستند نزول نمودار سه هر منف مقدار برای شد مشاهده همینطور

است. ی نمودار، سه از ی هر مثبت و منف نمودار دو شروع نقطه است. آن ها شیب و شروع

دو برای کیسلیف سیاه چاله و کر سیاه چاله برای a∗ تغییرات حسب بر rph شعاع نمودار سپس

افزایش با ونه چ آن مثبت مقدار برای که شد مشاهده و شد رسم ωq = −٠٫۴ و ωq = −٠٫٢ مقدار

م باشد. آن ها صعودی شیب و شروع نقطه در فقط آن ها تفاوت و م کنند صعود نمودار سه هر a∗

نقطه در نیز مدل این در تمایز و هستند نزول نمودار سه هر منف مقدار برای شد مشاهده همینطور

است. ی نمودار، سه از ی هر مثبت و منف نمودار دو شروع نقطه است. آن ها شیب و شروع

دو برای کیسلیف سیاه چاله و کر سیاه چاله برای a∗ تغییرات حسب بر rms شعاع نمودار آخر در

افزایش با ونه چ آن مثبت مقدار برای که شد مشاهده و شد رسم ωq = −٠٫۴ و ωq = −٠٫٢ مقدار

م باشد. آن ها صعودی شیب و شروع نقطه در فقط آن ها تفاوت و م کنند صعود نمودار سه هر a∗

نقطه در نیز مدل این در تمایز و هستند نزول نمودار سه هر منف مقدار برای شد مشاهده همینطور

است. ی نمودار، سه از ی هر مثبت و منف نمودار دو شروع نقطه است. آن ها شیب و شروع

دارد وجود مشابه نسبتا رفتار های خاص، شعاع سه این نمودار های از کدام هر در که م شود مشاهده

دارند. ر دی ی با نزول و صعودی شیب و شروع نقاط در کوچ تفاوت تنها و

برای rms حسب بر شار تغییرات نمودار ابتدا در و رفتیم ترمودینامی پارامتر های سراغ به سپس

کیسلیف و کر سیاه چاله های از ی هر برای a∗ = ٠٫٩٩ و a∗ = ٠٫۴ ، a∗ = ٠ مختلف مقدار سه
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تند شیبی با ابتدا در rms افزایش با و دارند مشابه رفتار نیز نمودار سه این که شد مشاهده شد. رسم

م رسند. اولیه مقدار به و کرده نزول کندتر بسیار شیبی با بیشینه، نقطه به رسیدن از بعد و م کنند صعود

به م شود، مشخص سیاه چاله سه به مربوط نمودار بیشینه نقطه در نیز a∗ مختلف مقدار سه تفاوت

کاهش مشهودی طرز به کیسلیف سیاه چاله به مربوط نمودار دو بیشینه مقدار a∗ افزایش با که ای گونه

میابد.

و a∗ = ٠٫۴ ، a∗ = ٠ مختلف مقدار سه برای rms حسب بر دما تغییرات نمودار سپس و

نمودار سه این که شد مشاهده شد. رسم کیسلیف و کر سیاه چاله های از ی هر برای a∗ = ٠٫٩٩

نقطه به رسیدن از بعد و م کنند صعود تند شیبی با ابتدا در rms افزایش با و دارند مشابه رفتار نیز

در نیز a∗ مختلف مقدار سه تفاوت م رسند. اولیه مقدار به و کرده نزول کندتر بسیار شیبی با بیشینه،

بیشینه مقدار a∗ افزایش با که ای گونه به م شود، مشخص سیاه چاله سه به مربوط نمودار بیشینه نقطه

میابد. کاهش مشهودی طرز به کیسلیف سیاه چاله به مربوط نمودار دو

a∗ = ٠٫۴ ، a∗ = ٠ مختلف مقدار سه برای rms حسب بر درخشندگ تغییرات نمودار آخر در و

نمودار سه این که شد مشاهده شد. رسم کیسلیف و کر سیاه چاله های از ی هر برای a∗ = ٠٫٩٩ و

نقطه به رسیدن از بعد و م کنند صعود تند شیبی با ابتدا در rms افزایش با و دارند مشابه رفتار نیز

در نیز a∗ مختلف مقدار سه تفاوت م رسند. اولیه مقدار به و کرده نزول کندتر بسیار شیبی با بیشینه،

نزول شیب a∗ افزایش با که ای گونه به م شود، مشخص سیاه چاله سه به مربوط نمودار نزول شیب

میابد. کاهش نیز نمودار سه هر بیشینه همچنین و م کند افت مشهودی طرز به
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ABSTRACT

Astrophysical implications of

semi-Schwarzschild black holes

By:
Mohsen Pahlevani

Einstein believed gravity is described by the curvature of space-time caused by the presence

of matter. He obtained a set of equations which quantitatively determine how the curvature

of space-time at any point is related to the distribution of matter at that point. These equa-

tions to Einstein’s equations are famous [1]. Black hole solutions are one of the important

solutions of Einstein’s equations. In general, the majority physical astral objects are rotat-

ing. The possible existence of bare singularities, which lack event horizons, is an important

issue in astrophysics. From an observational point of view, the distinction between astro-

physical black holes and bare singularities have received much attention. One possible way

to distinguish bare singularities from black holes is via a comparative study of the properties

of the thin accretion disk around these compact objects [2]. In this thesis, we have briefly

reviewed the three black hole models of Schwarzschild, Kerr, and Kiselev, and after that we

have examined the astrophysical consequences of Kieslev black holes [3]. We discuss and

compare flux, temperature and luminosity parameters for all three Schwarzschild, Kerr and

Kiselev models. Then we draw the corresponding graphs and compare their behavior.
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