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یده چ

نظریه این شد. مطرح اینشتین آلبرت توسط ١٩١۵ سال در که است گرانش برای نظریه ای عام نسبیت

توضیح م کنیم مشاهده شمس منظومه ی در را آن چه همه ی خوبی به و م گذارد نمایش به را عام هموردایی

مشاهدات م کنیم. نگاه کوانتوم یا کیهان مقیاس های در جهان به که م شوند ایجاد زمان لات مش م دهد.

به قادر اینشتین عام نسبیت نظریه ی و است تندشونده شتاب دار انبساط حال در جهان، که داده اند نشان اخیر

هستیم. گرانش تعمیم نیازمند به این منظور نیست. عالم تندشونده ی شتاب این توضیح

ارائه هورندس توسط ١٩٧۴ در بار اولین که هورندس به نام الرتانسوری اس نظریه ی از استفاده با ما

درحال که است، آن حرکت معادلات بودن دوم مرتبه ی از نظریه این ویژگ داریم. گرانش تعمیم در سع شد

آن هورندس نظریه ی دوم مرتبه طبیعت این باشد. دو از بالاتر مراتب مشتقات دارای م تواند آن لاگرانژی

و مقید هامیلتون سیستم های از گرفتن کم با نظریه این آزادی درجات م کند. محافظت شبح داشتن از را

بررس برای گرفت. قرار مطالعه مورد دوم نوع و اول نوع قیدهای همچنین و ثانویه و اولیه قید های تعریف

و نموده معرف را فضا‐زمان ٣بعدی + ١ تجزیه ی یعن ،ADM فرمول بندی هورندس هامیلتون ساختار

گالیلئون ها هورندس نظریه ی از مثال به عنوان آوردیم. به دست فرمول بندی این از استفاده با را نظریه روابط

از حداکثر حرکت معادلات م توانیم هم خمیده فضای به ورود با که شد مشاهده و گرفتند قرار مطالعه مورد

داشت. خواهیم ناپایداری گونه هر از عاری نظریه ای نتیجه در باشیم. داشته دوم مرتبه ی

د
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١ فصل

مقدمه

اینشتین آلبرت توسط ١٩١۵ و ١٩٠٧ بین سال های در که است گرانش برای نظریه ای نسبیت عام

نمایش به را عام هموردایی است شده بنا تانسورها پایه ی بر نسبیت عام آنجایی که از یافت. گسترش

دستگاه های تمام در که کند تنظیم به گونه ای را فیزی قوانین م کوشد نظریه این یعن م گذارد.

در م توان را نسبیت عام نظریه ی گرانش معادلات باشند. داشته بر در را سان ی فیزی مختصات

م شود خمیده ماده اثرات به پاسخ در فضا‐زمان نسبیت عام در گرفت. به کار مختصات دستگاه هر

م دهند نشان آزمایش ها و مشاهدات نیست. برقرار اقلیدس هندسه ی ر دی خمیده فضا‐زمان در و

پیش بین قابل نیوتن نظریه ی توسط که م کند پیش بین را پدیده هایی گرانش از اینشتین توصیف که

عام نسبیت کلاسی آزمون های عنوان به که نمود پیشنهاد عام نسبیت برای آزمون ٣ اینشتین نیستند.

سیارات برخ مدار در شده مشاهده کوچ ناهنجاری های به م توان مثال برای م شوند. شناخته

نیز را گرانش رایی هم مانند جدیدی پدیده های عام نسبیت این بر علاوه کرد. اشاره عطارد نظیر

م کند. پیش بین

م دهد. توضیح را م کنیم مشاهده شمس منظومه ی مقیاس در آن چه به خوبی نسبیت عام نظریه ی

نگاه کیهان بزرگ مقیاس های و کوانتوم مقیاس های در جهان به که م شوند ایجاد زمان لات مش

نسبیت عام که است تندشونده انبساط با فاز ی در جهان که م دهند نشان اخیر مشاهدات م کنیم.

مرموز ل ش ی که کنیم تصدیق باید معتقدیم نظریه این به اگر نم باشد. آن توضیح به قادر اینشتین

م شود. عالم تندشونده ی شتاب باعث و دارد وجود منف فشار با ( تاری انرژی به (معروف انرژی از

داریم. گرانش تعمیم به نیاز تاری بخش دینامی شدن مشخص همچنین و نسبیت عام بهبود برای

نظریه ی به اضاف آزادی درجه  چند افزودن با به طورکل [٣] تورم و [٢ ،١] تاری انرژی مدل های

به وسیله ی را اضاف آزادی درجات این م توان مثال ساده ترین به عنوان م آیند. به وجود نسبیت عام

١



مجبور گرانش نظریه ی ی بودن سالم برای که م کردیم گمان تاکنون کرد. تولید الر اس میدان ی

توسط اخیرا باشند. داشته زمان دوم مرتبه مشتق حداکثر که هستیم کنش به جملات افزودن به

به را سالم نظریه های گستره ی م توانیم که رسیده ایم نتیجه این به ،[١٢ ،١١] ١ هورندس نظریه ی

به منجر که هورندس نظریه ی مهم مثال های از ی دهیم. ارتقا بالاتر مراتب مشتقات با نظریه هایی

است [١۵] تعمیم یافته“ ”گالیلئون نظریه ی م شود، متری و الر اس میدان برای دوم مرتبه ی معادلات

[١٨ ،١٧ ،١۶] DGP مدل شامل نظریه این م کند. فرض الر اس میدان برای را گالیله ای تقارن که

مربوط ناپایداری داشتن از را آن  هورندس نظریه ی دوم مرتبه طبیعت است. خاص مثال ی عنوان به

م توان را گرانش تعمیم یافته ی نظریه های تمام م کند. محافظت بالاتر٢ مراتب زمان مشتقات به

هم ارزی این تعمیم یافته نظریه های بیشتر برای گرفت. نظر در تانسوری الر اس نظریه ی ی به نوع

الر اس نظریه های ازاین رو دارد. ادامه نظریه ها ر دی هم ارزی یافتن برای تلاش و است شده ثابت

گرفت. درنظر اینشتین گرانش نظریه ی تعمیم مهم ترین عنوان به م توان را گرانش تانسوری

مورد را [٢٠ ،١٩] هورندس به موسوم تانسوری الر اس نظریه ی داریم قصد پایان نامه این در

شمارش برای طبیع ابزار دهیم. قرار بررس مورد را آن دینامی آزادی درجات و داده قرار مطالعه

همچنین دارند. وجود قیدهایی نوع چه بدانیم باید ابتدا است. قیدها متعارف بررس آزادی درجات

باعث یا باشند، ٢ مرتبه ی از بالاتر زمان مشتقات دارای سیستم آزادی درجات از بعض است ن مم

سیستم که م شوند باعث حالت ها این تمام .[٨ ،٧] نشود کران دار پایین از سیستم انرژی شوند

نباشد. قبول قابل فیزی نظر از و شده ناپایدار

هامیلتون روش به وسیله ی را هورندس نظریه ی دینامی آزادی درجات شمردن پایان نامه این در

آزادی درجات تعداد [٩] دوم نوع و اول نوع قیدهای کردن مشخص با نهایت در داد. خواهیم انجام

مشخص تا کرد خواهد کم ما به کار این م کنیم. مشخص را آزادی درجات این رفتار و سیستم

در نسبیت عام نظریه ی از سالم تعمیم به عنوان را تانسوری الر اس نظریه ی این م توان آیا که کنیم

خیر. یا یریم ب نظر

[١۴ ،١٣] گالیلئون ها بررس به هورندس نظریه ی از مثال به عنوان پایان نامه این دوم فصل در

تعمیم م شود داده نمایش π با که الر اس میدان ی کردن اضافه با را گرانش روش این در م پردازیم.

معادلات اما باشد بالاتر مراتب مشتقات شامل م تواند لاگرانژی درحال که مدل این در م دهیم.

ناوردا گالیله ای تبدیل تحت نظریه این جملات همچنین م باشند، دوم مرتبه ی از حداکثر آن حرکت

این  از .[۵] شد خمیده فضای وارد باید اساس این بر گرانش نظریه ای نوشتن برای .[۴] هستند

در که دید خواهیم م کنیم. تبدیل هموردا مشتقات به را جزئ مشتقات دارای گالیلئون جملات رو
١Horndeski
٢Ostrogradski

٢



داشت. خواهیم دوم مرتبه ی از حرکت معادلات مجدداً ، متری به غیرکمینه جفت شدگ ی با نهایت

.[١٠ ،۶] ندارد وجود گالیله ای تقارن ر دی اما

کروشه ی معرف با کرده، بررس را آن ها خواص و قیدها انواع ،[٢١] پیمانه ای توابع سوم فصل در

،٢٢] م شماریم را آن قیدهای و آورده به دست را تعمیم یافته هامیلتون دیراک، کروشه ی و پواسون

فرمول بندی از محاسبات شدن ساده برای است. بعدی ۴ نظریه ی ی هورندس نظریه ی .[٢٣

واقع در داد. خواهیم توضیح تفصیل به را روش این چهارم فصل در م گیریم. کم ٣ADM

٣ که بدین صورت  م کنیم. تجزیه بعدی ١+٣ به صورت را بعدی ۴ فضا‐زمان فرمول بندی این در

زمان گونه چهارم مختصه ی امتداد در که م گیریم درنظر فضایی ابرسطح هایی ل به ش را فضاگونه بعد

هامیلتون و کرده اعمال نظریه هامیلتون معادلات به را روش این سپس م باشند. پیش روی درحال

معادلات از روش این اعمال روند در م آوریم. به دست ADM فضایی مختصات حسب بر را جدید

با و م گیریم بهره فضایی مختصات برحسب ،[٢۵] گرانش لاگرانژی نوشتن برای گوس‐کودازی۴

فصل در نهایت در و [٢۴] م کنیم محاسبه را حرکت معادلات و هامیلتون لاگرانژی، این از استفاده

هامیلتون و کرده بررس را یافته تعمیم هورندس تانسوری الر اس نظریه های هامیلتون ساختار آخر

را سیستم آزادی درجات شد، گفته قبلا که همان گونه قیدها محاسبه ی با م آوریم. به دست را آن

.[٢٧] شمرد خواهیم

٣Arnowitt-Deser-Misner formalism
۴Gauss-codazzi equation

٣



٢ فصل

گرانش از تعمیمی عنوان به گالیلئون

تندشونده شتاب با انبساط ی دست خوش جهان این که بر مبن اخیر سال های در شده جمع قوی شواهد

آورده فراهم کیهان مقیاس های در گرانش از تعمیم گرفتن نظر در برای بیشتری انگیزه ی است

دهیم. تعمیم الر اس میدان ی به صورت اضاف آزادی درجه کردن اضافه با را گرانش م توانیم است.

فیرز مانند هستند جرم دار گرانش از نظریه هایی بعدی، ۴ میدان نظریه پایه ی بر نوع این از مثال هایی

.١DGP و پاول

ی توسط هابل پارامتر مرتبه ی از فواصل در گرانش تعمیم ،DGP در وهم پاول فیرز در هم

م شود. داده نشان π با که است شده داده توضیح اضاف الر اس آزادی درجه

π با شدگ جفت ١�٢

کنش م گیریم. نظر در ضعیف گرانش میدان های برای طولان فواصل در را عام نسبیت از تعمیم

منجر عام، نسبییت از انحرافات آن در که م دهیم، بسط gµν = ηµν +hµν حول را
∫ √
−gRd۴x

م شود معرف زیر رابطه ی با و متری شده به شده جفت الر اس آزادی درجه ی ی به

S =

∫
d۴x
[١

٢
M ٢

PL

(
− ١

٢
(□hµν − ٢∂(µ∂αhαν) + ∂µ∂νh (٢ . ١)

− ηµν(□h− ∂α∂βhαβ)
)
+ Lπ + πT µ

µ

]
+ SM .

است. تخت فضای حول هیلبرت، اینشتین لاگرانژی دوم مرتبه ی تا بسط ،M ٢
p ضریب بالا کنش در

جفت شدگ سوم جمله ی داشت، خواهد همراه به خود با π احتمالا که است دینامی دوم جمله
١Dvali-Gabadadze-Porrati Model

۴



است. ماده به مربوط کنش آخر جمله ی و م دهد نمایش را ماده با π الر اس میدان

Lπ لاگرانژی ساختار ٢�٢

ساختار باید اکنون است. شده انتخاب [۴] مقاله ی از فصل این در ۵-٢ بخش تا پیش رو مطالب

در π م خواهیم سو، ی از کنیم. مشخص را گرانش از واقع تعمیم ی با مرتبط ،Lπ لاگرانژی

نم توانیم ر دی سوی از و شود هابل مقدار از اول مرتبه ی تعمیم ی به منجر کیهان شناس مقیاس

در کنیم. تحمل شمس منظومه ی فواصل در را اینشتین گرانش از ٣−١٠ مرتبه ی از بزرگتر انحرافات

اهمیت دارای غیرخط جملات اگر بود. نخواهند برقرار بالا شرایط π دینامی بودن خط صورت

واینشتاین اثر به مربوط غیرخط جملات با DGP مدل داشت. خواهیم پایدار نظریه ی ی باشند

اختلال ی عنوان به بتواند π تا نیاز مورد قید اولین بنابراین است. زمینه این در خوب مثال ی

است. آن جملات بودن غیرخط کند رفتار هندسه از کوچ

است زیر تبدیل تحت آن لاگرانژی بودن ناوردا DGP نظریه ی ویژگ های از ی

π −→ π + c+ bµx
µ. (٢ . ٢)

ل ش این به را خود فرض دومین نتیجه در هستند. ثابت کمیت های (٢ . ٢) رابطه ی در xµ و bµ ،c

قید آخرین عنوان به و بمانند باق ناوردا (٢ . ٢) تبدیل تحت ،π حرکت معادلات که م گیریم نظر در

دارای فقط باید حرکت معادلات ناپایدار٢ آزادی درجات توسط ل مش ایجاد از جلوگیری به منظور

نوشته زیر به صورت حرکت معادلات قید ٣ این گرفتن نظر در با باشند. π روی ٢ مرتبه ی مشتقات

م شوند

δLπ

δπ
= F (∂µ∂νπ). (٢ . ٣)

است. ∂µ∂νπ تانسور از دلخواه تابع ی ،(٢ . ٣) رابطه ی در F

گالیله ای تبدیل به رابطه این از گرفتن مشتق با و است گالیلئون شبه تبدیل ی (٢ . ٢) تبدیل

از ẋ → ẋ + v گالیله ای تقارن از فضا‐زمان تعمیم ی که م رسیم، ∂µπ → ∂µπ + bµ

یافتیم دست π → π + b.x گالیله ای تبدیل به طبیع به طور به این ترتیب است. غیرنسبیت انی م

م شود. نامیده πگالیلئون که

فضا‐زمان مشتقات ٢n− ٢ و π تا n شامل باید ،(٢ . ٣) رابطه ی به توجه با لاگرانژی جملات

nام مرتبه ی در .٣L١ = π داشت: خواهیم که جایی م شود داده n = ١ در مثال ساده ترین باشند.
٢ghost
٣tadpole

۵



بود. خواهد (∂٢π)n−٢∂π∂π به صورت گالیله ای ناوردای لاگرانژی جمله ی ی کل ساختار ،π در

م آیند به دست زیر ل ش به گالیله ای ناوردای جملات پنجم مرتبه ی تا ترتیب بدین

L١ = π, (۴ . ٢)

L٢ = −١
٢
∂π.∂π, (۵ . ٢)

L٣ = −١
٢
[Π]∂π.∂π, (۶ . ٢)

L۴ = −١
۴
([Π]٢∂π.∂π − ٢[Π]∂π.Π.∂π − [Π٢]∂π.∂π + ٢∂π.Π٢.∂π), (٢ . ٧)

L۵ = −١
۵
([Π]٣∂π∂π − ٣[Π]٢∂π.Π.∂π (٢ . ٨)

− ٣[Π][Π٢]∂π.∂π + ۶[Π]∂π.Π٢.∂π

+ ٢[Π٣]∂π.∂π + ٣[Π٢]∂π.Π.∂π

− ۶∂π.Π٣.∂π).

(∂µ∂νπ)
n ≡ [Πn] و [Π]∂π.∂π ≡ □π∂µπ∂µπ ،Πµ

ν ≡ ∂µ∂νπ تعاریف از بالا روابط در

مرتبه ی مشتقات فقط که است حرکت معادلات با کار بهتر روش ما هدف برای است. شده استفاده

م آوریم به دست ،εi ≡ δLi

δπ
رابطه ی از استفاده با م شوند. ظاهر معادلات در دوم

ε١ = ١, (٢ . ٩)

ε٢ = □π, (٢ . ١٠)

ε٣ = (□π)٢ − (∂µ∂νπ)
٢, (٢ . ١١)

ε۴ = (□π)٣ − ٣□π(∂µ∂νπ)٢ + ٢(∂µ∂νπ)٣, (٢ . ١٢)

ε۵ = (□π)۴ − ۶(□π)٢(∂µ∂νπ)
٢ + ٨□π(∂µ∂νπ)٣ (٢ . ١٣)

+ ٣[(∂µ∂νπ)٢]٢ − ۶(∂µ∂νπ)۴.

۶



بالاست ناوردایی های از خط ترکیب ی π برای کامل لاگرانژی

Lπ =
۵∑

i=١

ciLi, (١۴ . ٢)

داشت خواهیم حرکت معادلات برای ترتیب همین به هستند. کل ضرایب ciها که

ε ≡ δLπ

δπ
=

۵∑
i=١

ciεi = −T µ
µ. (١۵ . ٢)

فن تحلیل و تجزیه ٣�٢

شتاب از ما منظور کنیم. بررس را خوش رفتار خودبه خودی شتاب جواب های وجود م خواهیم حال

هستند. صفر تکانه انرژی تانسور و دوسیته فضای با مرتبط که است π برای جواب هایی خودبه خودی،

م گیریم نظر در زیر به صورت دوسیته فضای در را π برای مناسب ل ش

πds(x) = −
١
۴
H٢xµxµ, ∂µ∂νπds = −

١
٢
H٢ηµν , (١۶ . ٢)

تکانه انرژی تانسور زیرا است، شده گرفته نظر در H٠ = Ḣ٠ = ٠ روابط این آوردن به دست برای که

H٢ انحنای داده ایم. قرار صفر برابر را Ḣ هستیم دوسیته حل ی به دنبال چون همچنین و است صفر

معادلات در (١۶ . ٢) ذاری جای با م شود. تعیین T µ
µ = ٠ با (١۵ . ٢) حرکت معادلات توسط

م آید به دست H٢ برای زیر به صورت جبری رابطه ای حرکت،

c١ − ٢c٢H
٢ + ٣c٣H

۴ − ٣c۴H
۶ +

٣
٢
c۵H

٨ = ٠. (٢ . ١٧)

که اختلالات دینامی و جواب این پایداری م خواهیم داریم دوسیته حل ی م کنیم فرض سپس

از خط ترکیبی باید اختلالات برای حرکت معادلات کنیم. بررس نم دهند تغییر را دوسیته تقریب

باشند گالیله ای ناورداهای

δLπ

δπ
|ds =

۵∑
i=٢

diεi. (٢ . ١٨)

حل هایی به علاقه مند که زمان تا هستند. H٢ به وابسته ضرایب با ci کمیت های از خط ترکیبات di
تخت فضای در کنیم وانمود کرده، فراموش را ci لاگرانژ ضرایب م توانیم هستیم، دوسیته تقریب با

di اختیاری ضرایب با را اختلالات دینامی و نداریم) کاری معادلات هموردای فرم با (فعلا هستیم

و نم کند اعمال di ضرایب روی قیدی هیچ دوسیته فضای در هابل پارامتر تعیین کنیم. پارامتربندی

داشت. خواهد وجود مثبت H٢ با ،(٢ . ١٧) رابطه ی از حل ی همیشه

٧



شمس منظومه ی آزمایشات باید باشد دارا را جهان از درست توصیف ما گالیله ای مدل این که برای

براین علاوه است. پایدار کوچ اختلالات برابر در دوسیته حل که دهیم نشان باید کند. تصدیق را

π میدان باید همچنین باشد. داشته وجود کروی متقارن جواب های باید دوسیته ساختار این مورد در

همچنین چارچوب این کرد. توصیف مادی منابع این توسط بتوان را مادی منابع توسط شده تولید

کوچ اختلالات که هستیم این نیازمند نهایت در و باشد. شبح ناپایداری گونه هر از عاری باید

آخر مورد در مدل این البته که ندهند انتشار را نور“۴ از بالاتر سرعت با ”ذرات جواب ها این به مربوط

م دهد. انتشار را نور از بالاتر سرعت با ذرات و شده مواجه ست ش با

این که برای شعاع ساختار در م شوند. ساده به شدت حرکت معادلات ،π(r) کروی تقارن برای

∂∂π ∼ π′′ ∼ π′

r
و ∂π ∼ π′ تعاریف از بمانند باق دو مرتبه مشتقات فرم به حرکت معادلات

همچنین و هستند ان م به نسبت مشتق موثر، به طور مشتقات داریم کروی تقارن چون م کنیم. استفاده

با برابر تقریباً r به نسبت دوم مشتق نتیجه در که باشد، کندتغییر کاف اندازه ی به π که م کنیم فرض

ایجاد به منجر حرکت، معادلات آوردن به دست محاسبات روند در ،π′′ حضور زیرا بود. خواهد π′

r

نتیجه در هستند. مجاز ٢ مرتبه ی مشتقات فقط که است حال در این و م شود ٣ مرتبه مشتقات

داشت خواهیم (٢ . ١٣) تا (٢ . ١٠) حرکت معادلات برای

ε٢ −→
١
r٢

d

dr
(r٢π′), (٢ . ١٩)

ε٣ −→
٢
r٢

d

dr
(rπ′٢

), (٢ . ٢٠)

ε۴ −→
٢
r٢

d

dr
(π′٣

), (٢ . ٢١)

ε۵ −→ ٠. (٢ . ٢٢)

٣ رتبه ی دارای ∂µ∂νπ ماتریس زمان، از مستقل π برای که است دلیل این به آخر جمله ی شدن صفر

داریم مبدا در مادی منبع ی برای م شوند. صفر ۴ مرتبه ی ناوردای جملات ترتیب بدین م باشد،

δLπ

δπ
=
∑
i

diεi (٢ . ٢٣)

=
١
r٢

d

dr
r٣[d٢(

π′

r
) + ٢d٣(

π′

r
)٢ + ٢d۴(

π′

r
)٣]

=Mδ٣(r⃗).

۴superluminality
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م آوریم به دست بالا رابطه ی از انتگرال گیری با

d٢(
π′

r
) + ٢d٣(

π′

r
)٢ + ٢d۴(

π′

r
)٣ =

M

۴πr٣ . (٢۴ . ٢)

جواب وجود بررس ١�٣�٢

اندازه گیری مثبت حقیق مقادیر همیشه ،(٢۴ . ٢) رابطه ی راست سمت در بی نهایت تا ٠ از r تغییر با

م کنیم معرف p(y) با ،y = π′

r
تعریف با را (٢۴ . ٢) چپ سمت ای چندجمله م شود.

p(y) ≡ d٢y + ٢d٣y
٢ + ٢d۴y

٣. (٢۵ . ٢)

در کرد. معکوس را آن بتوان باید y آوردن به دست برای و است مثبت رابطه ی  ی (٢۵ . ٢) رابطه ی

برای دوسیته فضای در که م دانیم است. p(y) بودن معکوس پذیر جواب داشتن وجود شرط نتیجه

لاگرانژی در −١
٢(∂π)

٢ جنبش جمله ی ضریب d٢ ، کوچ اختلالات مقابل در جواب بودن پایدار

جمله ی است)، (yکوچ است بزرگ r که جایی منبع از دور اکنون باشد۵. مثبت باید اختلالات

مثبت y به منجر مثبت p ، کوچ y در نتیجه در م شود. غالب p(y) در اول جمله ی یعن خط

حرکت با ترتیب بدین بود. خواهد معکوس پذیر p(y) شود صفر مخالف p′(y) اگر شد. خواهد

کند. پیدا افزایش باید p ،( (rکوچ بزرگتر yهای به سوی

p′(y) = d٢ + ۴d٣y + ۶d۴y
٢ > ٠, ∀y > ٠. (٢۶ . ٢)

(rهای بزرگ yهای در داشت. خواهد وجود شعاع حل ی بالا رابطه ی برقراری صورت در

اگر سپس باشد. غیرمنف باید d۴ بنابراین م شود. غالب p′(y) در ٢ درجه ی جمله ی ،( کوچ

جواب های نتیجه در بود. خواهد برقرار y > ٠ هر ازای به ،(٢۶ . ٢) رابطه ی باشد d٣ > −
√

٣
٢d٢d۴

باشیم داشته را زیر قیود اگر فقط و اگر دارند وجود دوسیته تقریب با کروی متقارن

d٢ > ٠ d۴ ≥ ٠ d٣ > −
√

٣
٢
d٢d۴. (٢ . ٢٧)

جواب پایداری ٢�٣�٢

م پردازیم. π = π٠(r) + φ کوچ اختلالات مقابل در π٠(r) شعاع حل مطالعه ی به اکنون

شده داده جواب تقارن به توجه با .φ(t, x, y, z) دارد را مختصات تمام تابعیت و است اختلال φ

باشد مثبت باید شبح آمدن به وجود از جلوگیری برای جنبش جمله ی ۵ضریب

٩



بود خواهد زیر ل ش به کوچ اختلالات برای دوم درجه لاگرانژی کروی)، (تقارن

Sφ =
١
٢

∫
d۴x[Kt(r)(∂tφ)

٢ −Kr(r)(∂rφ)
٢ −KΩ(r)(∂Ωφ)

٢], (٢ . ٢٨)

م شوند تعریف زیر صورت به ضرایب

Kr(r) = p′(y)|
y=

π′٠
r

, (٢ . ٢٩)

Kt =
d٢

٢ + ۴d٢d٣y + ١٢(d٢
٣ − d٢d۴)y

٢ + ٢۴(d٣d۴ − ٢d٢d۵)y
٣

d٢ + ۴d٣y + ۶d۴y٢ (٢ . ٣٠)

+
٣)١٢d٢

۴ − ۴d٣d۵)y
۴

d٢ + ۴d٣y + ۶d۴y٢ ,

KΩ =
d٢

٢ + ٢d٢d٣y + (۴d٢
٣ − ۶d٢d۴)y

٢

d٢ + ۴d٣y + ۶d۴y٢ . (٢ . ٣١)

از جلوگیری برای Ki ضرایب تمام باشد پایدار کوتاه موج طول اختلالات برابر در جواب اینکه برای

باشند. مثبت باید لاپلاس ناپایداری و بولوار‐دسر۶ ناپایداری ایجاد

باشند، مثبت باید ناپایداری ایجاد از جلوگیری برای جنبش ضرایب شد ذکر قبلا که همان گونه

به Kt کسر صورت همچنین و d٣ ≥
√

٣
٢d٢d۴ ازای به KΩ رابطه ی در کسر صورت امر این برای

برابر در و دارد وجود دوسیه تقریب با شعاع حل خلاصه به طور باشند. مثبت باید d۵ ≤ ٣
۴
d٢

۴
d٣

ازای

باشند برقرار زیر شرایط اگر فقط و اگر است، پایدار کوچ اختلالات

d٢ > ٠, d۴ > ٠, d٣ ≥
√

٣
٢
d٢d۴, d۵ ≤

٣
۴
d٢

۴

d٣
. (٢ . ٣٢)

نور از کمتر سرعت با جواب هایی وجود بررس ٣�٣�٢

م آید: به دست زیر رابطه ی از نوسانات انتشار شعاع سرعت

c٢
r =

Kr

Kt

. (٢ . ٣٣)

(ṫ) زمان به نسبت مشتق ∂tφ جمله ی و (ẋ) ان م به نسبت مشتق ∂rφ جمله ی ،(٢ . ٢٨) رابطه ی در

با م دهد. را r راستای در سرعت ،Kt بر Kr تقسیم یعن برهم، آنها ضرایب تقسیم بنابراین است.
۶The Boulware-Deser ghost

١٠



به منبع از دور فواصل در ،(٢ . ٣٢) رابطه ی در جواب پایداری و وجود برای شده داده قیود به توجه

داشت خواهیم واقع در م یابند. انتشار نور از بالاتر سرعت با ذرات اجبار

c٢
r = ١ + ۴

d٣

d٢
y +O(y٢) > ١. (٣۴ . ٢)

کاهش نور سرعت از کمتر به ذرات انتشار سرعت (yبزرگتر)، کوتاهتر فواصل به سوی حرکت در

کم هم از کوتاه فواصل حد در را (٢ . ٣٣) رابطه ی مخرج و صورت امر این اثبات برای م یابد٧.

م کنیم

Kr −Kt = ۴d٢d٣y + ۴(d٢
٣ + ۶d٢d۴)y

٢ (٣۵ . ٢)

+ ٢۴(d٣d۴ + ٢d٢d۵)y
٣ + ۴٨d٣d۵y

۴,

کسر مخرج بودن بزرگتر معن به که بود خواهد منف جواب ،d۵ بودن منف شرط به رابطه این در که

برای ،r راستای در شعاع سرعت با مشابه به طور بود. خواهد نور از کمتر انتشار سرعت نتیجه در و

داریم زاویه ای انتشار سرعت

c٢
Ω =

KΩ

Kt

. (٣۶ . ٢)

جواب کسر مخرج و صورت کردن کم با مجدداً م آید. به دست ∂tφ بر ∂Ωφ ضرایب تقسیم از که

م آید به دست زیر به صورت

KΩ −Kt ∝ −٢d٢d٣y − (٨d٢
٣ − ۶d٢d۴)y

٢ (٢ . ٣٧)

− ٢۴(d٣d۴ − ٢d٢d۵)y
٣ − ٣)١٢d٢

۴ − ۴d٣d۵)y
۴,

برای زیر قیود از پیروی با نهایت در بود. خواهد منف جواب ،d۵ بودن منف شرط به نیز رابطه این در

م رسانیم پایان به را خود کار نور، از کمتر انتشار سرعت با و پایداری دارای جواب هایی وجود

d٢ > ٠ d۴ ≥ ٠ d٣ ≥
√

٣
٢
d٢d۴ d۵ < ٠. (٢ . ٣٨)

شناس پدیده ۴�٢

م شود: داده نمایش زیر ل ش به کل به طور گالیلئون لاگرانژی

L = f ٢∂π∂πF (
∂∂π

H٢
٠
). (٢ . ٣٩)

٧subluminality

١١



نظر در تکانه) انرژی (تانسور ماده و π بین جفت شدگ اندازه گیری برای ثابت ضریبی عنوان به را f

باشد الر اس باید جمله این کنیم. اضافه π و ماده بین کنش برهم جمله ی ی م خواهیم م گیریم.

برای رابطه این در ١
f

ضرب واقع در . ١
f
πT µ

µ شود ضرب الر اس T در باید است الر اس π چون و

∂π∂π جنبش جمله ی برای −١
٢ ضریب به منجر تا است π درست تغییر از کردن حاصل اطمینان

میدان کردن اضافه با تعمیم یافته محاسبات در زیرا باشد، کران دار باید f مقیاس همچنین شود.

f بنابراین آید، به دست واقعیت از متفاوت خیل جوابی نباید ماده)، با میدان کردن (جفت π الر اس

با حدی هر در نم تواند π واقع در باشد. مشاهدات با قیاس قابل که کنیم محدود به گونه ای باید را

شود. جفت ماده

بزرگتر خیل انحنای به منجر نم تواند ماده تکانه انرژی تانسور هابل مقیاس از کمتر فواصل در

اشاره ویژگ این است. خراب نظریه و شده ایم خارج FRW از غیراین صورت در زیرا شود، H٢
٠ از

یا خط ساختار، کدام که کنیم بررس داریم نیاز اکنون است). پلانک جرم Mp) دارد f ≲ Mp به

م کنند. مشخص دوسیته کیهان زمینه  ی در را π اختلالات دینامی ، غیرخط

در که داشت خواهد خط رفتار π است، ∂∂π ≲ O(H٢
٠ ) زمان که DGP مدل به شبیه بسیار

∂∂π ≳ O(H٢
٠ ) درحال که هستند. دور منبع از کاف اندازه ی به که است نقاط به مربوط واقع

به دست برای م باشد. منبع به نزدی نقاط با مرتبط که است واینشتاین٨ غیرخط ساختار به مرتبط

را hN ∼ ١
M٢

p

M
r

= Rs

r
نیوتن پتانسیل با مرتبط M کل جرم با منبع ، کیف ایده ی ی آوردن

گالیلئون و م کند کار خط ساختار که جایی بزرگ، کاف اندازه ی به فواصل در م گیریم. نظر در

داشت خواهیم م کند رفتار π ∼ ١
f٢

M
r
= (Mp

f
)٢ Rs

r
به صورت

∂∂π

H٢
٠
∼
M ٢

p

f ٢
Rs

r٣
١
H٢

٠
=
M ٢

p

f ٢
R
H٢

٠
, (۴٢ . ٠)

خواهیم محدود(کران دار) گرانش سیستم ی زمان است. منبع توسط شده القا ریمان انحنای ،R که

Rباشد. ≳ H٢
٠ یعن باشد، داشته غلبه هابل انبساط با مرتبط نیروهای بر گرانش جاذبه ی که داشت

ساختار در π گرانش محدود سیستم هر برای باشد f ≲Mp زمان که م دهد نشان (۴٢ . ٠) رابطه ی

است٩. واینشتاین غیرخط

است: زیر ل ش به نیوتن پتانسیل و π پتانسیل نسبی اندازه ی

π

hN
∼ (

Mp

f
)

٢
٣
H

۴
٣

٠ r٢

R
٢
٣
s

= (
Mp

f

H٢
٠

R
)

٢
٣ . (۴٢ . ١)

٨Vainshtein
ساختار دهنده ی نشان که بود، خواهد ∂∂π ≳ O(H٢

٠ ) و شده بزرگتر (۴٢ . ٠) رابطه ی صورت این  حالت در ٩چون

است. واینشتاین اثر در غیرخط

١٢



باید است گرفته قرار مخرج در f چون پایین، کران ی آوردن به دست برای بالا رابطه ی به توجه با

باشیم داشته

f > Mp. (۴٢ . ٢)

.[۴] بود خواهد f ∼Mp ما انتخاب تنها بنابراین .f ≲Mp داشتیم بالا حد عنوان به همچنین

هموردا گالیلئون ۵�٢

گفته تقارن های همه ی و بود تخت فضای در معمول میدان نظریه ی ی مورد در اینجا تا بحث ها تمام

میدان نظریه ی به تخت فضای در میدان نظریه ی از این که برای بودند. حاکم فضا این در نیز شده

است هموردا مشتقات به جزئ مشتقات تبدیل روش ی کنیم، پیدا دست خمیده فضای در گرانش

این و م آیند به وجود اکنون نم شدند ظاهر قبلا که زمان دوم مرتبه ی مشتقات تبدیل، این انجام با .

م خواهیم همچنان گالیله ای تقارن ریختن دور باوجود است. گالیله ای تقارن رفتن بین از دلیل به

باشد. نداشته ١٠ استروگردس ناپایداری یعن باشد زمان دوم مرتبه مشتق از حداکثر نظریه

کم جمله اصل از م آید به وجود زمان دوم مرتبه مشتق آن ها در که را جملات منظور این به

چنین بود. خواهد زمان دوم مرتبه ی از حداکثر داشت خواهیم نهایت در که چیزی بنابراین م کنیم.

حال این با است. رفته بین از آن در نیز گالیله ای تقارن اما داشت، نخواهد شبح ناپایداری نظریه ای

.[۶] م شود نامیده هموردا گالیلئون نظریه این همچنان

م کنیم. عمل زیر به صورت هموردا گالیلئون مورد در نتایج این دادن نشان برای

π با شدگ جفت ۶�٢

در که م گیریم نظر در ضعیف گرانش میدان های برای طولان فواصل در را عام نسبیت از تعمیم

در م شوند. متری به شده جفت الر اس آزادی درجه ی ی به منجر عام، نسبییت از انحرافات آن

م کنیم زین جای زیر به صورت π با شده جفت کنش با را
√
−gR کنش دو، مرتبه ی

S =

∫
d۴x

[
١
٢
M ٢

PL

√
−gR + Lπ + πT µ

µ

]
+ SM . (۴٢ . ٣)

معرف ٢-١ بخش در قبلا بعدی جملات است. هیلبرت اینشتین کنش بالا رابطه ی اول جمله ی

شده اند.
١٠Ostrogradski

١٣



گالیلئون غیرکمینه ی شدگ جفت برابر در کمینه شدگ جفت ١�۶�٢

م کنیم تعریف هموردا مشتقات به جزئ مشتقات تبدیل با خمیده فضای در L۵را L۴و لاگرانژی های

L۴ = (□π)٢(π;µπ
;µ)− ٢(□π)(π;µπ;µνπ;ν) (۴۴ . ٢)

− (π;µνπ
;µν)(π;ρπ

;ρ) + ٢(π;µπ;µνπ;νρπ
;ρ),

L۵ = (□π)٣(π;µπ
;µ)− ٣(□π)٢(π;µπ

;µνπ;ν)− ٣(□π) (۴۵ . ٢)

× (π;µνπ
;µν)(π;ρπ

;ρ) + ۶(□π)(π;µπ;µνπ;νρπ
;ρ)

+ ٢(πν
;µπ

ρ
;νπ

µ
;ρ)(π;λπ

;λ) + ٣(π;µνπ;µν)

× (π;ρπ
;ρλπ;λ)− ۶(π;µπ;µνπ;νρπ

;ρλπ;λ).

به صورت π به نسبت وردش گیری با ،L۴ برای را حرکت معادلات م کنیم. بررس را L۴ مورد اکنون

م آوریم به دست زیر

ε۴ =٢(π;µπ;µ)(π;ν
ν

ρ
ρ − π;νρ νρ) + ٢π;µπ;ν(٢π;µνρ ρ (۴۶ . ٢)

− π;µνρ ρ − π;ρ ρ
µν) + ١٠(□π)π;µ(π;µν

ν − π;ν ν
µ)

+ ١٢π;µπ;µν(π;ρ
ρ

ν − π;νρ ρ) + ٨π;µπ;νρ(π;νρµ

− π;µνρ)− ۴(□π)٣ − ٨(π;µ νπ;ν
ρπ;ρ

µ)

+ ١٢(□π)(π;µνπ;µν),

مرتبه ی مشتقات شامل بعد جمله ی سه چهارم، مرتبه ی مشتقات شامل اول جمله ی دو رابطه این در که

تانسور از استفاده و مشتقات جابه جایی با م باشند. دوم مرتبه ی مشتقات شامل آخر جمله ی سه و سوم

کنیم بازنویس زیر ل به ش را بالا رابطه ی م توانیم انحنا

ε۴ =− ۴(□π)٣ − ٨(π;µ νπ;ν
ρπ;ρ

µ) + ١٢(□π) (۴٢ . ٧)

× (π;µνπ
;µν)− (π;µπ

;µ)(π;νR
;ν)

+ ٢(π;µπ;νπ;ρRµν;ρ) + ١٠(□π)(π;µRµνπ;ν)

− ٨(π;µπ;µνRνρπ
;ρ)− ٢(π;µπ;µ)(π;νρR

νρ)

− ٨(π;µπ;νπ;ρσRµρνσ),

مشتقات شامل بالا رابطه ی ترتیب بدین است، ریچ الر اس و ریچ تانسور مشتقات شامل فقط که

جفت شدگ ی بالا مرتبه ی مشتقات این بردن بین از برای روش بود. خواهد متری سوم مرتبه ی

١۴



م آید به دست زیر جمله ی دو از خط ترکیبی به صورت که است متری به غیرکمینه

L۴,١ = (π;µπ
;µ)(π;νπ

;ν)R, (۴٢ . ٨)

L۴,٢ = (π;λπ
;λ)(π;µR

µνπ;ν). (۴٢ . ٩)

کردن اضافه با که دارد وجود L۴,٢− ١
٢L۴,١ به صورت بالا رابطه ی دو از منحصربه فرد ترکیبی واقع در

محاسبه ی با م روند. بین از حرکت معادلات در π سوم مرتبه ی مشتقات تمام ،L۴ به آن

L۴٫٢ −
١
٢
L۴,١ = (π;λπ

;λ)(π;µG
µνπ;ν)

م آید به دست زیر به صورت کمینه غیر کنش

Snonmin
۴ =

∫
d۴x
√
−g(π;λπ;λ)(π;µG

µνπ;ν). (۵٢ . ٠)

م آوریم به دست غیرکمینه کنش این برای را π حرکت معادلات

ε′۴ = −۴(□π)٣ − ٨(π;µ νπ;ν
ρπ;ρ

µ) (۵٢ . ١)

+ ١٢(□π)(π;µνπ;µν) + ٢(□π)(π;µπ;µ)R

+ ۴(π;µπ;µνπ;nu)R + ٨(□π)(π;µRµνπ;ν)

− ۴(π;λπ;λ)(π;µνR
µν)− ١۶(π;µπ;µνRρνπ

;ρ)

− ٨(π;µπ;νπ;ρσRµρνσ).

با را L۴ لاگرانژی برای کل کنش م باشد. دوم مرتبه مشتقات از حداکثر به دست آمده حرکت معادله

م آوریم به دست زیر به صورت کمینه غیر کنش کردن اضافه

Snonmin
۴ + S۴ =

∫
d۴x
√
−g(π;λπ;λ)

[
٢(□π)٢ (۵٢ . ٢)

− ٢(π;µνπ;µν)− ١
٢
(π;µπ

;µ)R
]
.

محاسبه این حاصل که دید خواهیم T µν
۴ ≡ (−g)− ١

٢ δS۴
δgµν

رابطه ی از تکانه انرژی تانسور محاسبه ی با

این ،(۵٢ . ٠) غیرکمینه ی جفت شدگ کردن اضافه با که بود خواهد π سوم مرتبه ی از جملات شامل

١۵



م آید به دست زیر به صورت تکانه انرژی تانسور و م روند بین از جملات

T ′µν
۴ = ۴□(π)π;ρ

[
π;µπ;ρν + π;νπ;ρµ

]
− ٢(□π)٢(π;µπ;ν) (۵٢ . ٣)

+ ٢(□π)(π;λπ;λ)(π;µν) + ۴(π;λπ;λρπ;ρ)(π
;µν)

− ۴(π;λπ;λµ)(π;ρπ
;ρν) + ٢(π;λρπ;λρ)(π;µπ;ν)

− ٢(π;λπ;λ)(π;µ
ρπ

;ρν)− ۴π;λπ;λρ

[
π;ρµπ;ν + π;νρπ;µ

]
− (□π)٢(π;λπ

;λ)gµν − ۴(□π)(π;µν) + ۴(π;λπ;λρπ;ρ)(π
;µν)

+ ۴(π;µν) + ۴(π;λπ;λρπ;ρσπ
;σ)(π;µν) + (π;λπ

;λ)(π;ρσπ
;ρσ)gµν

+ (π;λπ;λ)(π
;µπ;ν)R− ١

۴
(π;λπ;λ)(π

;ρπ;ρ)g
µνR

− ٢(π;λπ;λ)π;ρ

[
Rρµπ;ν +Rρνπ;µ

]
+

١
٢
(π;λπ;λ)(π

;ρπ;ρ)R
µν

+ ٢(π;λπ;λ)(π;ρR
ρσπ;σ)g

µν − ٢(π;λπ;λ)(π;ρπ;σR
µρνσ).

است زیر به صورت L۵ برای کل کنش رسید. خواهیم L۵ برای مشابه نتایج به روند همین انجام با

S۵ + Snonmin
۵ =

۵
٢

∫
d۴x
√
−g(π;λπ;λ)

[
(□π)٣ − ٣(□π) (۵۴ . ٢)

× (π;µνπ
;µν) + ٢(π;µ νπ;ν

ρπ;ρ
µ)

− ۶(π;µπ;µνGνρπ
;ρ)
]
.

١۶



م آید به دست زیر به صورت L۵ برای تکانه انرژی تانسور نهایت در و

T ′µν
۵ = −۵

٢
(□π)٣(π;µπ;ν)− ۵

٢
(□π)٣(π;ρπ

;ρ)gµν (۵۵ . ٢)

+
١۵
٢
(□π)٢(π;ρπ

;ρ)(π;µν٠) +
١۵
٢
(□π)٢π;ρ

[
π;ρµπ;ν + π;νρπ;µ

]
− ١۵

٢
(□π)٢(π;ρπ

;ρσπ;σ)g
µν − ١۵(□π)(π;ρπ;ρ)(π;µσπ;σ

ν)

+ ١۵(□π)(π;ρπ;ρσπ;σ)(π
;µν) +

١۵
٢
(□π)(π;ρσπ;ρσ)(π;µπ;ν)

− ١۵(□π)(π;ρπ;ρµ)(π;σπ
;σν)− ١۵(□π)π;ρπ;ρσ

[
π;σµπ;ν + π;σνπ;µ

]
+

١۵
٢
(□π)(π;ρπ;ρ)(π;σλπ

;σλ)gµν + ١۵(□π)(π;ρπ;ρσπ;σλπ
;λ)gµν

+
١۵
۴
(□π)(π;ρπ;ρ)(π;µπ;ν)R− ١۵

٢
(□π)(π;ρπ;ρ)π;σ

[
Rσµπ;ν +Rσνπ;µ

]
+

١۵
٢
(□π)(π;ρπ;ρ)(π;σR

σλπ;λ)g
µν − ١۵

٢
(□π)(π;ρπ;ρ)(π;σπ;λR

µσνλ)

− ١۵
٢
(□π)(π;ρπ;ρ)(π;σλπ

;σλ)(π;µν) + ١۵(□π)(π;ρπ;ρ)(π;µσπ;σλπ
;λν)

− ١۵(π;ρπ;ρσπ;σ)(π
;µλπ;λ

ν)− ١۵(π;ρπ;ρσπ;σλπ
;λ)(π;µν)

− ۵(π;ρ σπλ
;σπ;λ

ρ)(π;µπ;ν)− ١۵
٢
(π;σλπ

;σλ)π;ρ

[
pi;ρµπ;ν + π;ρνπ;µ

]
+ ١۵π;ρπ;ρσπ;σλ

[
π;λµπ;ν + π;λνπ;µ

]
+ ١۵π;ρπ;ρλπ;σ

[
π;λµπ;σν + π;λνπ;σµ

]
− ۵(π;ρπ;ρ)(π;σ λπ;λ

kπ;k
σ)gµν +

١۵
٢
(π;ρπ

;ρσπ;σ)(π;λkπ
;λk)gµν

− ١۵(π;ρπ;ρσπ;σλπ
;λkπ;k)g

µν − ١۵
۴
(π;ρπ

;ρ)π;σ

[
π;σµπ;ν + π;σνπ;µ

]
R

+
١۵
۴
(π;ρπ

;ρ)(π;σπ
;σλπ;λ)Rg

µν − ١۵
٢
(π;ρπ

;ρ)(π;σπ
;σλπ;λ)R

µν

− ١۵
٢
(π;ρπ

;ρ)(π;σR
σλπ;λ)(π

;µν)− ١۵
٢
(π;ρπ

;ρ)(π;σλR
σλ)(π;µπ;ν)

+
١۵
٢
(π;ρπ

;ρ)π;σπ;σλ

[
Rλµπ;ν +R;λνπ;µ

]
+

١۵
٢
(π;ρπ

;ρ)π;λπ;σ

[
Rλµπ;σν +Rλνπ;σµ

]
+

١۵
٢
(π;ρπ

;ρ)π;σRσλ

[
π;λµπ;ν + π;λνπ;µ

]
− ١۵(π;ρπ;ρ)(π;σπ

;σλRλkπ
;k)gµν

+
١۵
٢
(π;ρπ

;ρ)π;σπ;λk

[
Rµλσkπ;ν +Rνλσkπ;µ

]
− ١۵

٢
(π;ρπ

;ρ)π;σπ;λ

[
Rµσλkπ;k

ν +Rνσλkπ;k
µ
]

+
١۵
٢
(π;ρπ

;ρ)π;σπ;σλπ;k

[
Rµλνk +Rνλµk

]
− ١۵

٢
(π;ρπ

;ρ)(π;σπ;λπ;kτR
σkλτ )gµν .

.[۶] م باشد π دوم مرتبه مشتقات شامل فقط بالا رابطه ی م شود دیده که همان طور که
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٣ فصل

مقید هامیلتونی سیستم های بر مروری

١٩۶٠ سال حدود از کرد. پیدا ویژه ای اهمیت پیمانه ای نظریه های بررس مقید سیستم های مطالعه ی با

مدل های ساختن در نظریه ها از نوع این آوردند. روی پیمانه ای نظریه های به دانان فیزی اکثر بعد به

کلاسی مدل های زیرا هستند. کارآمد بسیار ناوردا، پیمانه کلاسی مدل های اساس بر کوانتوم

کوانتوم مدل های باید طبیعت دقیق بررس برای و کنند توصیف را طبیعت کامل طور به نیستند قادر

کنیم. درک را

تکینگ و بوده تکین سیستم ها این لاگرانژی هستند. اول نوع قیود شامل پیمانه ای نظریه های

شده انجام بررس های با م گردد. آنها در پیمانه ای تقارن های وجود باعث سیستم هایی چنین در ذات

.[٢١] هستند پیمانه ای تبدیل مولدهای اول نوع قیود تمام که دریافته ایم

مولد تابع با آشنایی و پیمانه ای تبدیلات ١�٣

تقسیم غیرمقید و مقید سیستم های دسته ی دو به کلاسی انی م چارچوب در دینامی سیستم های

معادلات جوابهای تمام که م باشد گونه ای به آنها لاگرانژی غیرمقید دستگاه های در م شوند.

اولیه ی شرط ی تنها داشتن با م توانیم بنابراین بود. خواهند تا ی معین اولیه ی شرایط با حرکت

بیابیم. سیستم هایی چنین برای تا ی مسیر ی ،(q, q̇) ل به ش q̇ سرعت و q مختصه ی با معین

تایی ی نم توان مقید دستگاه ی برای نیست. حاکم شرایط چنین مقید سیستم های مورد در اما

لاگرانژی به معین اولیه ی شرط ی دادن با گاه واقع در کرد. تضمین را حرکت معادلات جواب

جواب بی نهایت دارد ان ام حت و آورد بدست حرکت معادلات برای جواب ی تنها نم توان سیستم

این پیمانه ای تبدیلات کم به م توان حالت این در شود. حاصل حرکت معادلات برای متفاوت
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کرد. مربوط هم به را آمده بدست جواب بی شمار

پیمانه ای تبدیلات ١�١�٣

بی نهایت وجود است. شده جمع آوری [٢١] مرجع از استفاده با بخش این در شده گفته مطالب

ناش سیستم ها نوع این لاگرانژی تکینگ از مقید سیستم ی حرکت معادلات برای مختلف جواب

باعث لاگرانژی در ذات قیود وجود است. مقید سیستم ی ذات خاصیت لاگرانژی تکینگ م شود.

م گردد. حرکت معادلات حل در زمان دلخواه توابع شدن ظاهر

مجموعه ای با t٠ لحظه ی در فاز فضای در اول نوع مقید دستگاه ی اولیه ی حالت کنید فرض

با را سیستم اولیه ی حالت اگر م باشند. t٠ لحظه ی در تکانه و مختصه که شود، داده (q٠, p٠) از

تفاوت و گیرد قرار متفاوت وضعیت های در م تواند t زمان در دستگاه بعدی حالت دهیم نشان ψ٠

این تمام است. زمان دلخواه توابع مختلف انتخاب های از ناش سیستم مختلف مسیرهای این

در دستگاه مسیر م توانند م باشد، ψ٠ اولیه ی حالت از آنها شروع نقطه ی که آمده بدست مسیرهای

شوند. گرفته نظر در مختلف زمان های

دارد. وجود فاز فضای نقاط و دستگاه فیزی حالت بین ی به ی تناظر ی غیرمقید سیستم در

نم توان اما دارد. فرد به منحصر مسیر ی تنها دستگاه t زمان در که است آن نتیجه ی مطلب این

کننده ی تعیین (q٠, p٠) نقطه ی هر ر دی بیان به داشت. را ی به ی تناظر آن مقید سیستم ی برای

فیزی حالت هر و نیست صادق مطلب این وارون اما است فاز فضای در دستگاه فیزی حالت ی

متفاوت انتخاب های با نقاط از مجموعه این است. مربوط فاز فضای نقاط از مجموعه ای با دستگاه

م آیند. دست به اولیه حالت ی از حرکت معادله ی در زمان دلخواه توابع

ی با فاز فضای در نقطه ی از تا م دهد را ان ام این ما به که است تبدیل پیمانه ای تبدیل

همان دارای که فاز فضای در ر دی نقطه ی ی به که شویم جابه جا گونه ای به مشخص فیزی حالت

برسیم. است فیزی حالت

نقاط تمام دهند تغییر را دستگاه فیزی حالت اینکه بدون پیمانه ای تبدیلات ر دی عبارت به

گرفته اند سرچشمه اولیه حالت ی از زمان دلخواه توابع متفاوت انتخاب اثر بر که فاز فضای مختلف

حرکت معادلات مختلف حل های پیمانه ای تبدیلات تحت که ازآنجا کرد. خواهند تبدیل ر دی ی به را

تبدیلات تحت که داریم انتظار م شوند، تبدیل ر دی ی به متفاوت اند زمان دلخواه توابع تنها درآنها که

بماند. ناوردا کل کنش پیمانه ای

F٠ مقدار دارای t٠ لحظه ی در فاز فضای مختصات از F مانند دینامی تابع کنیم فرض حال
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باشد

F (t٠) = F٠ = F (p٠, q٠). (٣ . ١)

آن اول مرتبه ی تا تیلور بسط از استفاده با بخواهیم، t٠ + δt لحظه ی در را تابع این مقدار اگر حال

داریم

F (t٠ + δt) = F (t٠) + Ḟ δt, (٣ . ٢)

م باشد. دلخواه کوچ بی نهایت زمان فاصله ی δtی که

بازنویس زیر صورت به (٣ . ٢) رابطه ی ،Ḟ = {F,Ht} ، زمان مشتق رابطه ی از استفاده با

م شود

F (t٠ + δt) = F (t٠) + {F,Ht}δt. (٣ . ٣)

ϕa اول نوع اولیه ی قیود از دلخواه ترکیب و H هامیلتون ی از Ht کل هامیلتون رابطه ی که

م شود ساخته

Ht = H + vaϕa. (۴ . ٣)

رو این از گرفت. نظر در زمان از اختیاری تابع هر م توان را va دلخواه ضرایب (۴ . ٣) رابطه ی در

زمان از دلخواه توابع سیستم دینامی در و نم گردند تعیین کاملا اینجا در لاگرانژ نامعین ضرایب

را سان ی فیزی باشد va در آنها تفاوت که باشیم داشته متفاوت حل دو اگر بنابراین دارد. وجود

داشت خواهند بر در

F (t٠ + δt) = F (t٠) + [{F,H}+ va{F, ϕa}]δt, (۵ . ٣)

مانند ر دی دلخواه تابع ی برای را روند همین اگر هستند زمان از دلخواه توابع va که آنجایی از

بود خواهد چنین حاصل کنیم تکرار va′

F̃ (t٠ + δt) = F (t٠) + [{F,H}+ va
′{F, ϕa}]δt. (۶ . ٣)

دلخواه توابع انتخاب در F̃ (t٠ + δt) و F (t٠ + δt) تفاوت است. فاز فضای در ری دی نقطه ی F̃

م نویسیم زیر به صورت را رابطه دو این تفاضل حاصل بنابراین است، زمان

δF = δva{F, ϕa}, (٣ . ٧)
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م شود تعریف زیر به صورت که م باشد کوچ بی نهایت و دلخواه تابع δva آن در که

δva = (va − ṽa)δt. (٣ . ٨)

م باشد استنباط قابل نکته دو (٣ . ٧) رابطه ی از

سیستم هامیلتون را فیزی (حالت است نشده عوض دستگاه فیزی حالت تبدیل این ١.تحت

کنیم، مربوط هم به تبدیل این با را F̃ و F یعن فاز فضای از نقطه دو توانستیم و م کند) تعیین

است. پیمانه ای تبدیل ی (٣ . ٧) تبدیل بنابراین

مولدهای عنوان به هستند قیدی سیستم اول نوع اولیه ی قیود همان که ها ϕa ،(٣ . ٧) رابطه ی ٢.در

مولدهای اول نوع اولیه ی قیود ”تمام که داشت اذعان م توان پس شدند. ظاهر δF پیمانه ای تبدیل

هستند“. کوچ بی نهایت پیمانه ای تبدیل

از ترکیب هایی م توان نیست. پیمانه ای تبدیل ی ل ش تنها (٣ . ٧) تبدیل است ذکر به لازم

H هامیلتون پواسون کروشه ی از ترکیب هایی ویا {ϕa, ϕa′} اول نوع اولیه ی قیود پواسون کروشه ی

که نکته ای باشند. پیمانه ای تبدیل مولدهای هم که کرد درست {H,ϕa} اول نوع اولیه ی قیود با

قیود از ترکیبی الزاما اولیه قیود با هامیلتون کروشه ی پواسون حاصل که است این کرد توجه آن به باید

نیز اول نوع ثانویه ی قیود اول، نوع اولیه ی قیود بر علاوه گفت م توان واقع در نیست. اول نوع اولیه ی

محدود اول نوع اولیه ی قیود به تنها را پیمانه ای تبدیل مولدهای نم توان ترتیب این به دارند. وجود

را م شوند حاصل ر دی ی با ها ϕa پواسون کروشه های از که ثانویه قیود از دسته آن باید و دانست

کرد مطرح را [٢١] دیراک فرض م توان شده گفته مطالب به توجه با . گرفت نظر در نیز

“. هستند پیمانه ای تبدیلات مولد ثانویه، و اولیه از اعم اول نوع قیود تمام ”

اولیه قیدهای ٢�١�٣

است زیر فرم به کنش رابطه ی پیمانه ای، سیستم های دینامی درباره ی شروع نقطه

sL =

∫ t٢

t١

L(qn, q̇n)dt. (٣ . ٩)
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معادلات م شود. گرفته نظر در q̇n سرعت های و qn مختصات از تابع L لاگرانژی رابطه این در

م آید به دست زیر به صورت حرکت مسیر حول δq دلخواه وردش با حرکت کلاسی

δsL =

∫ t٢

t١

∑
n

(
∂L

∂qn
δqn + δq̇n

∂L

∂q̇n
)dt (٣ . ١٠)

=

∫ t٢

t١

∑
n

(
∂L

∂qn
δqn +

∂L

∂q̇n

d

dt
δqn)dt

=

∫ t٢

t١

∑
n

{
(
∂L

∂qn
− d

dt

∂L

∂q̇n
)δqndt+

∂L

∂q̇n
δqn

}
= ٠.

داشت خواهیم نتیجه ∑در
n

( d
dt

∂L

∂q̇n
− ∂L

∂qn

)
= ٠, (٣ . ١١)

صفر مسیر انتهایی و ابتدایی نقاط در (وردش هستند معروف اویلر‐لاگرانژ معادلات به که
هسیان١ ماتریس معرف با نباشد. زمان از صریح تابع لاگرانژی م کنیم فرض سهولت برای است).

رابطه ی از استفاده با و هاست سرعت به نسبت لاگرانژی دوم مشتق که ،( ∂٢L
∂q̇n∂q̇n′

)

d

dt

∂L(q, q̇)

∂q̇n
=

∂٢L

∂q̇n∂qn′
q̇n′ +

∂٢L

∂q̇n∂q̇n′
q̈n′ , (٣ . ١٢)

نوشت م توان زیر ل ش به را (٣ . ١١) رابطه ی

q̈n
′ ∂٢L

∂q̇n∂q̇n′
=

∂L

∂qn
− q̇n′ ∂٢L

∂qn′∂q̇n
. (٣ . ١٣)

تکانه ها و مختصه حسب بر دلخواه زمان هر در را سیستم شتاب م توان که م یابیم در بالا معادله از

مخالف آن دترمینان یعن باشد پذیر معکوس هسیان ماتریس که شرط این با تنها کرد، تعیین تا ی بطور

شامل م توانند حرکت معادلات م گوییم) تکین را (لاگرانژی صفرشود دترمینان اگر ول شود. صفر

که است پیمانه ای سیستم های ویژگ این شد گفته قبلا که همان طور باشند. زمان از دلخواه توابع

این برای مطلوب حالت بنابراین دارد. وجود دلخواه زمان توابع حرکتشان معادله ی عموم جواب در

نباشد. پذیر معکوس هسیان ماتریس که است حالت سیستم ها

و م کنیم ضرب هسیان ماتریس معکوس در را رابطه طرفین (٣ . ١٣) حرکت معادلات حل برای

م آوریم. به دست سرعت ها و مختصات از تابع عنوان به را شتاب ها

توابع به عنوان سرعت ها آوردن به دست معمول روش هامیلتون فرمول بندی به دست یابی برای

است زیر رابطه ی از استفاده با تکانه ها، و مختصات از

pn =
∂L

∂q̇n
, (١۴ . ٣)

١hessian matrix
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م آوریم به دست را هامیلتون و داده قرار زیر عبارت در که

H =
∑
n

(
q̇npn − L

)
. (١۵ . ٣)

سرعت ها و مختصات حسب بر را تکانه ها که ،(١۴ . ٣) رابطه ی که است عمل وقت کار این اما

که است آن امر این ریاض شرط آورد. به دست را سرعت ها بتوان و باشد معکوس پذیر م دهد

هسیان ماتریس ر دی بیان به یا و باشند سرعت ها از مستقل توابع ،(١۴ . ٣) در شده تعریف تکانه های

توابع تکانه ها آنها در که است این تکین لاگرانژی های ر دی چهره ی ی بنابراین باشد. غیرتکین

ساخت. هامیلتون تابع آنها برای نم توان معمول طریق به نتیجه در و نبوده مستقل

داریم (٣ . ١١) در (١۴ . ٣) ذاری جای با

d

dt
(pn) =

∂L

∂qn
, ṗn =

∂L

∂qn
. (١۶ . ٣)

توابع م شوند، تعریف (١۴ . ٣) رابطه ی از که هایی pn تکین، لاگرانژی ی برای دیدیم چنان که

نوشت زیر به صورت روابط آنها بین م توان نتیجه در نیستند. ( مختصات (و سرعت ها از مستقل

م گوییم هامیلتون اولیه ی قیود آن ها به که

ϕm(qn, pn) = ٠, m = ١, ...,M. (٣ . ١٧)

است. بوده نظر مد تکانه ها تعریف تنها و نشده استفاده دینامی روابط از قیدها این نوشتن در

عبارت از و گرفته نظر در را (١۵ . ٣) رابطه ی هامیلتون، حرکت معادلات به دست یابی منظور به

طوری که به م گیریم، وردش q̇ و q دینامی متغیر های به نسبت ( کنش(هامیلتون

δH =
∑
n

(
q̇nδpn + pnδq̇

n − ∂L

∂q̇n
δq̇n − ∂L

∂qn
δqn
)

(٣ . ١٨)

=
∑
n

(
q̇nδpn + pnδq̇

n − pnδq̇n −
∂L

∂qn
δqn
)

=
∑
n

(
q̇nδpn −

∂L

∂qn
δqn
)
.

وردش شامل و مختصه هاست و تکانه ها وردش شامل فقط ،H وردش م شود دیده که طور همان

نیست. سرعت ها

نوشت م توان زیر به صورت را H(q, p) تابع وردش طرف از

δH(q, p) =
∑
n

(∂H
∂qn

δqn +
∂H

∂pn
δpn

)
. (٣ . ١٩)
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م آیند به دست زیر معادلات (٣ . ١٩) و (٣ . ١٨) دادن قرار برابر با ∑سپس
n

(∂H
∂qn

δqn +
∂H

∂pn
δpn

)
=
∑
n

(
q̇nδpn −

∂L

∂qn
δqn
)
, (٣ . ٢٠)

∑
n

(∂H
∂qn

+
∂L

∂qn

)
δqn +

∑
n

(∂H
∂pn
− q̇n

)
δpn = ٠.

(٣ . ١٩) و (٣ . ١٨) روابط مقایسه از نم توان اینجا در تکین) (غیر معمول نظریه های خلاف بر اما

از و نیستند هم از مستقل متغیرهای pnها و ها qn زیرا رسید، ṗn = − ∂H
∂qn

و q̇n = ∂H
∂pn

روابط به

م کنیم. اضافه هامیلتون به را قیدها از خط ترکیب های حال م کنند. تبعیت (٣ . ١٧) قیدی روابط

H ′ = H(q, p) +
∑
m

umϕm. (٣ . ٢١)

م آوریم بدست (٣ . ١٨) رابطه ی با دادن قرار برابر از و گرفته وردش بالا رابطه ی از مجدداً اکنون

δH ′ =
∑
n

[(∂H
∂qn

δqn +
∂H

∂pn
δpn

)
+
∑
m

(
um

∂ϕm

∂pn
δpn + um

∂ϕm

∂qn
δqn
)]

(٣ . ٢٢)

=
∑
n

(
q̇nδpn −

∂L

∂qn
δqn
)
,

داشت خواهیم نتیجه ∑در
m,n

[
δqn
(
∂H

∂qn
+
∂L

∂qn
+ um

∂ϕm

∂qn

)
+ δpn

(
∂H

∂pn
− q̇n + um

∂ϕm

∂pn

)]
= ٠,

(٣ . ٢٣)

مختصات qn و pn زیرا باشند، صفر برابر δpn و δqn ضرایب باید (٣ . ٢٣) رابطه شدن صفر برای

م آیند به دست زیر معادلات ∂L
∂qn

= ṗn دانستن با هستند. ر دی ی از مستقل کاملا

q̇n =
∂H

∂pn
+
∑
m

um
∂ϕm

∂pn
, ṗ = −∂H

∂qn
−
∑
m

um
∂ϕm

∂qn
. (٢۴ . ٣)

مرتبه دیفرانسیل معادلات از مجموعه ای هستند، معمول هامیلتون حرکت معادلات از تعمیی این ها

ناشناخته ای ضرایب با اکنون اما م کنند. توصیف را pو q متغیرهای زمان در تغییر ونگ چ که اول

کنیم بازنویس دوباره را حرکت هامیلتون معادلات م توانیم حال شده اند. درگیر

q̇n ≈
∂H ′

∂pn
, ṗn ≈ −

∂H ′

∂qn
. (٢۵ . ٣)

نماد با را آن و م شود گفته ضعیف تساوی ی باشد برقرار دستگاه قیدی سطح روی که تساوی به

م دهیم. نشان ≈

که است پواسون کروشه ی معرف راه ترین راحت تحول، معادلات در um نقش بررس منظور به

کنیم. بازنویس خلاصه طور به را معادلاتمان م سازد قادر را ما
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پواسون کروشه ی ٣�١�٣

معمولا آنها هستند. کلاسی انی م هامیلتون فرمول بندی در قدرتمندی ابزار پواسون کروشه های

م شوند. ایجاد کوانتوم انی م و کلاسی انی م بین مستقیم مسیر ی آوردن فراهم برای

م کنیم تعریف زیر به صورت فاز فضای در g و f تابع دو معرف با را پواسون کروشه ی

{f, g} =
∑
n

( ∂f
∂qn

∂g

∂pn
− ∂f

∂pn

∂g

∂qn

)
. (٢۶ . ٣)

ثابت f = f(qi, pi) مثال برای است. حرکت ثابت تشخیص پواسون کروشه ی کاربردهای از ی

باشد برقرار زیر رابطه ی فاز فضای در نقاط همه ی برای اگر فقط و اگر است حرکت

{f(qn, pn), H} = ٠. (٣ . ٢٧)

م کنیم اثبات زیر به صورت را (٣ . ٢٧) رابطه ی

df(qn, pn)

dt
=
∑
n

( ∂f
∂pn

dpn
dt

+
∂f

∂qn

dqn
dt

)
. (٣ . ٢٨)

نظر در ṗ = −∂H
∂q

و q̇ = ∂H
∂p

ژاکوبی هامیلتون معادلات جواب را q = q(t) و p = p(t) چنانچه

داشت خواهیم یریم ب

df(q, p)

dt
=
∂f

∂p

(
−∂H
∂q

)
+
∂f

∂q

∂H

∂p
(٣ . ٢٩)

=
∂f

∂q

∂H

∂p
− ∂f

∂p

∂H

∂q

= {f,H}.

نتیجه در شود، صفر برابر آن مشتق باید باشد حرکت ثابت f اینکه برای

df(q, p)

dt
= ٠, {f,H} = ٠. (٣ . ٣٠)

رابطه ی باشد حرکت ثابت f اینکه برای و م کنیم تکرار H ′ با را روند همین نیز مقید سیستم برای

داشت خواهیم را زیر

{f,H ′} = ٠. (٣ . ٣١)
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پواسون کروشه ویژگ های ۴�١�٣

زیر روابط با فاز فضای در h و g ،f اختیاری توابع از استفاده با را پواسون کروشه ی ویژگ های

م کنیم تعریف

(a) {f, g} = −{g, f}. (٣ . ٣٢)

(b) {f + g, h} = {f, h}+ {g, h}.

(c)

{f, gh} = g{f, h}+ {f, g}h.

{fg, h} = f{g, h}+ {f, h}g
.

(d) {f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = ٠.

است زیر به صورت زمان تحول مقید، هامیلتون با g(q, p) فاز فضای تابع هر برای

ġ =
∑
n

( ∂g
∂qn

q̇n +
∂g

∂pn
ṗn

)
(٣ . ٣٣)

=
∑
m,n

[ ∂g
∂qn

(
∂H

∂pn
+ um

∂ϕm

∂pn

)
− ∂g

∂pn

(
∂H

∂qn
+ um

∂ϕm

∂qn

)]
=
∑
m,n

[( ∂g

∂qn

∂H

∂pn
− ∂g

∂pn

∂H

∂qn

)
+ um

(
∂g

∂qn

∂ϕm

∂pn
− ∂g

∂pn

∂ϕm

∂qn

)]
= {g,H}+

∑
m

um{g, ϕm},

با است معادل که

ġ = {g,H ′} (٣۴ . ٣)

=
∑
m

[
{g,H + umϕm} = {g,H}+ {g, um}ϕm + um{g, ϕm}

]
= {g,H}+

∑
m

um{g, ϕm}.

است. صفر ϕm{g, um} جمله ی در ϕm ضریب

کنیم بازنویس زیر ل ش به را حرکت معادلات م توانیم پواسون کروشه ی از استفاده با

q̇n ≈ {qn, H ′}, (٣۵ . ٣)

ṗn ≈ {pn, H ′}.
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م کنیم عمل زیر صورت به (٣۵ . ٣) رابطه ی اثبات برای

{qn, H(q, p)} = ∂H

∂pn
+ um

∂ϕm

∂pn
= q̇n, (٣۶ . ٣)

{pn, H(p, q)} = −∂H
∂qn
− um

∂ϕm

∂qn
= ṗn.

دوم نوع و اول نوع قیدهای ۵�١�٣

یعن ر دی قیدهای همه ی با آن پواسون کروشه ی اگر است اول نوع قید ی R(q, p) دینامی متغیر

باشد صفر ϕها

{R, ϕj} ≈ ٠, j = ١, ..., J. (٣ . ٣٧)

است دوم نوع قید R بالا رابطه ی بودن صفر غیر صورت در است. قیدها تعداد دهنده ی نشان J که

قید آن نباشد، صفر ها ϕ همه ی با آن پواسون کروشه ی که باشد داشته وجود قید ی حداقل (اگر

خط ترکیبات بعض از قوی تساوی ی باید یریم ب نظر در اول نوع قید را R اگر است). دوم نوع

باشد ϕها از

{R, ϕj} = rj
′

j ϕj′ . (٣ . ٣٨)

قید کنیم ایجاد اول نوع قیدهای از خط ترکیبی ما اگر است، ری دی قید قیدها از خط ترکیب هر

کروشه ی که است این اول نوع قیدهای خصوصیات از ی آورد. خواهیم به دست ری دی اول نوع

داریم باشند اول نوع G و F توابع اگر است. اول نوع همچنان اول نوع قید دو پواسون

{F, ϕj} = f j′

j ϕj′ , {G, ϕj} = gj
′

j ϕj′ , (٣ . ٣٩)

{{F,G}, ϕj} = {F, {G, ϕj}} − {G, {F, ϕj}} (۴٣ . ٠)

= {F, gj
′

j ϕj′} − {G, f j′

j ϕj′}

= {F, gj
′

j }ϕj′ + gj
′

j f
j′′

j′ ϕj′′

− {G, f j′

j }ϕj′ − f j′

j g
j′′

j′ ϕj′′ ≈ ٠.

قید قیدها، سایر با اول نوع قیدهای خط ترکیب که گرفت نتیجه م توان بالا رابطه ی شدن صفر از

بود. خواهد اول نوع
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ثانویه قیدهای ٢�٣

واقع قیدی سطح روی حرکت شروع لحظه ی در اگر که باشد چنان باید فاز فضای در دستگاه حرکت

صفر باید قیدها زمان کامل مشتق عبارت به شوند. واقع قیدی سطح روی نیز مسیر بعدی نقاط شد

شود

ϕ̇α = {ϕα, H
′} ≈ ٠. (۴٣ . ١)

معنای به ≈ علامت شد اشاره که همان طور و هستند اول نوع اولیه ی قیدهای ϕα بالا رابطه ی در

نامعین ضرایب تعیین به فوق رابطه ی است ن مم است. دستگاه قیدی سطح روی ضعیف تساوی

منجر ثانویه قیدهای عنوان تحت جدید قیدهای ظهور یا و فاز فضای مختصات حسب بر لاگرانژ

ترتیب این به شود. گرفته نظر در نیز جدید قیدهای برای باید زمان سازگاری شرط ادامه در شود.

باز نشود، برقرار اتحادی بطور زمان سازگاری شرط یا و نیاید دست به لاگرانژ نامعین ضرایب اگر

قیدهای همه ی تا م یابد ادامه جایی تا زمان سازگاری بررس م آیند. دست به جدیدی قیدهای

آیند. به دست سیستم

ϕ̇α = {ϕα, H
′} = {ϕα, H}+ um{ϕα, ϕm}. (۴٣ . ٢)

به حت {ϕα, ϕm} پواسون کروشه ی که محاسبه اند قابل وقت لاگرانژ نامعین ضرایب که است واضح

پواسون کروشه ی بودن صفر غیر صورت در شد ذکر قبلا که همان گونه نباشد. صفر نیز ضعیف طور

نوع قیدهای حاوی سیستم صورت این غیر در است دوم نوع قیدهای حاوی دستگاه ر، دی ی با قیدها

بود. خواهد اول

و کرده اضافه هامیلتون به را قیدها این باید و داریم ثانویه قیدهای شود صفر {ϕα, ϕm} وقت

که قیدی م کنیم، بررس دوبه دو را آمده به دست قیدهای نهایت در کنیم. حساب زمان تحول مجدداً

حت آن پواسون کروشه ی اگر این صورت، غیر در و است اول نوع شود صفر ر دی قیدهای همه ی با

است. دوم نوع نشد صفر قیدها از ی با

بودن زوج یعن م کنند، کم سیستم آزادی درجات از آزادی درجه دو کدام هر اول نوع قیدهای

آزادی درجه ی کدام هر دوم نوع قیدهای ول نم کنند خراب را فاز فضای در آزادی درجات تعداد

باشد. زوج تعدادشان م خواهیم نتیجه در م کنند کم

لاگرانژ ضریب روی قیدها ١�٢�٣

روی قیدها مطالعه ی به م توانیم داریم. ġ ≈ {g,H ′} قیدهای از کامل مجموعه ای کنیم فرض

به قیدها این بپردازیم. کل هامیلتون برای رابطه ای آوردن به دست منظور به ،um لاگرانژ ضریب

٢٨



هستند زیر ل ش

{ϕj, H}+ um{ϕj, ϕm} ≈ ٠,

m = ١, ...,M

j = ١, ..., J.
(۴٣ . ٣)

که ناشناخته um Mتا در ن ناهم خط معادله J از مجموعه ای عنوان به را (۴٣ . ٣) م توانیم

همه ی تعداد J هستند. ها pn و ها qn از توابع که ضرایبی با یریم، ب نظر در (M ≤ J)

م باشند. اولیه قیدهای تعداد M و سیستم قیدهای

م گیریم نظر در زیر ل ش به (۴٣ . ٣) برای کل حل راه

um = Um + V m, (۴۴ . ٣)

مرتبط ن هم سیستم جواب کل ترین V m و است (۴٣ . ٣) ن ناهم معادله ی خصوص جواب Um که

م شود داده زیر رابطه ی با که است

V m{ϕj, ϕm} ≈ ٠. (۴۵ . ٣)

تعداد A که م شود، گرفته نظر در vaV m
a , a = ١, ..., A به صورت خط ترکیبی ،V m ترین کل

اختیاری کل طور به که va ضرایب حسب بر (۴٣ . ٣) کل حل راه بنابراین است. ن هم جواب های

است: زیر ل ش به هستند

um = Um + vaV m
a . (۴۶ . ٣)

م کنیم تعریف زیر به صورت را کل هامیلتون م توانیم نتیجه در

Htotal = H + Umϕm + vaV m
a ϕm. (۴٣ . ٧)

م شوند ساده زیر ل ش به حرکت معادلات Htotal گرفتن نظر در با و

ġ ≈ {g,Htotal}. (۴٣ . ٨)

دیراک فرض بر نقض مثال ی ٣�٣

هستند. پیمانه ای تبدیلات مولد ثانویه، و اولیه از اعم اول نوع قیدهای تمام دیراک فرض اساس بر

لاگرانژی توسط سیستم این م کند. نقض را دیراک فرض که م کنیم بررس را سیستم بخش این در

م شود توصیف زیر

L =
١
٢
ey(ẋ)٢. (۴٣ . ٩)
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م کنیم محاسبه را سیستم تکانه های اکنون هستند. سیستم متغیرهای y و x

px =
∂L

∂ẋ
= eyẋ, py ≈ ٠. (۵٣ . ٠)

نحوی که به دارد وجود نیز ثانویه قید ی است. هامیلتون اولیه ی قید py نتیجه در

ṗy ≈ ٠ ṗy ≈ {HT , py}. (۵٣ . ١)

کنیم حساب را HT باید ابتدا ṗy زمان تحول آوردن به دست برای

H =
٢∑

i=١

piq̇i − L (۵٣ . ٢)

H = pxẋ+ pyẏ − L

=
١
٢
p٢
xe

−y,

HT = H + u١py + u٢px (۵٣ . ٣)

=
١
٢
p٢
xe

−y + u١py + u٢px.

نتیجه در باشد، q و p حسب بر باید هامیلتون

H =
١
٢
p٢
xe

−y, (۵۴ . ٣)

HT =
١
٢
p٢
xe

−y + u١py + u٢px. (۵۵ . ٣)

م آوریم بدست را زمان تحول حال

ṗy ≈ {HT , py} = {H, py}+ u١{py, py}+ u٢{px, py} ≈ ٠ (۵۶ . ٣)

≈ −١
٢
p٢
xe

−y ≈ ٠,

داریم نتیجه در

p٢
x ≈ ٠, px ≈ ٠,

نم آید دست به ری دی قید {HT , px} زمان تحول فرمول از است. ثانویه قید px نتیجه در

هر بنابراین است صفر {px, py} پواسون کروشه ی هستند. py و px همان سیستم قیود تنها بنابراین

حدس ویژگ بنابراین کند. م تولید پیمانه ای تبدیل py فقط اگرچه هستند، اول نوع سیستم قید دو

نم دهد. جواب بالا مدل برای دیراک توسط شده زده
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صورت غیراین در کنیم، قبول پیمانه ای مولد ی عنوان به را px است نیاز که م رسد نظر به اما

ابتدا در زیرا است بعدی ی بالا لاگرانژی برای فیزی فاز فضای واقع در م خوریم. بر ل مش به

سیستم آزادی درجات از درجه ی px پیمانه ی و درجه دو py پیمانه ی سپس داشتیم آزادی درجه ۴

که معن این به ندارد، کروشه ساختار فضایی همچین شد. بعدی ی لاگرانژی نتیجه در کردند، کم

که است این منطق جواب به رسیدن راه ی کرد. تعریف فاز فضای نم توان بعدی ی فضای برای

فضای باشد، شده فرض کامل پیمانه ی ی x اگر کند. تولید پیمانه ای تبدیل px اول نوع ثانویه ی قید

است. آزادی درجه ی فاقد سیستم و است بعدی صفر بالا لاگرانژی فیزی فاز

دوم نوع قیود رفتار ۴�٣

م گیریم نظر در زیر به صورت قید دو

χ١ = q١ ≈ ٠, χ٢ = p١ ≈ ٠, (۵٣ . ٧)

هستند: دوم نوع پس نیست صفر قید دو این پواسون کروشه ی چون

{χ١, χ٢} = ١ ̸= ٠. (۵٣ . ٨)

که رسیم م نتیجه این به ،p١ψ = ٠ و q١ψ = ٠ دهیم قرار اگر کوانتوم نظریه ی به گذار در

ساده مثال این در است. موج تابع ψ است. تناقض ی این و ،(q١p١ − p١q
١)ψ = iℏψ = ٠

به را پواسون کروشه ی م توانیم باشند صفر برابر همیشه p١ و q١ اگر است. مشخص کاملا حل راه

کنیم تعریف جدیدی صورت

{f, g} = ∂f

∂qn

∂g

∂pn
− ∂g

∂qn

∂f

∂pn
, n = ٢, ..., N. (۵٣ . ٩)

است، صفر عینا χ٢ و χ١ قید دو برای شده اصلاح کروشه ی این است. آزادی درجات تعداد N

ها χα کروشه، محاسبه ی از قبل م توانیم جدید کروشه ی این با کردن کار هنگام که معن بدین

اصلاح کروشه ی این از پواسون کروشه ی جای به اگر بالا مثال برای دهیم. قرار صفر مساوی را

همچنین دهیم. قرار صفر مساوی قوی به طور را دوم نوع قیدهای تمام م توانیم کنیم استفاده شده

به اگر م مانند باق تغییر بدون (n ≥ ٢) آزادی درجات ر دی برای حرکت معادلات واضح به طور

تمام جدید کروشه ی این بر علاوه کنیم. زین جای را شده اصلاح کروشه ی پواسون، کروشه ی جای

داراست. را پواسون کروشه ی ویژگ های
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دیراک کروشه ی ۵�٣

دیراک توسط دوم نوع قیدهای از اختیاری مجوعه ای برای پواسون، شده ی اصلاح کروشه ی تعمیم

م کنیم تعریف زیر ل ش به را دیراک کروشه ی شد. مطرح

{F,G}∗ = {F,G} − {F, χα}Cαβ{χβ, G}. (۶٣ . ٠)

دوم نوع قیدهای ماتریس Cαβ و فاز فضای در اختیاری توابع G و F دوم، نوع قیدهای χβ و χα

م باشند.

دیراک کروشه ی خواص ١�۵�٣

توابع، این از استفاده با و م شوند گرفته نظر در فاز فضای در اختیاری توابع ،R و G ،F توابع

م کنیم تعریف زیر به صورت را دبراک کروشه ی خواص

(a) {F,G}∗ = −{G,F}∗ (۶٣ . ١)

(b). {F,GR}∗ = {F,G}∗R +G{F,R}∗

(c) {{F,G}∗, R}∗ + {{R,F}∗, G}∗ + {{G,R}∗, F}∗ = ٠

(d) {χα, F} = ٠ for any F

(e) {F,G}∗ ≈ {F,G} for G first class and F. arbitrary

(f) {R, {F,G}∗}∗ ≈ {R, {F,G}} for F and G

first class and R arbitrary. (۶٣ . ٢)

معادلات تمام و م شود ریخته دور دوم نوع و اول نوع قیدهای تشخیص از پس اصل پواسون کروشه ی

م شوند. بندی فرمول دیراک کروشه ی با نظریه

آزادی درجات شمارش ۶�٣

در و نم شود ظاهر هامیلتون در اختیاری تابع هیچ دارند وجود دوم نوع قیود فقط که هایی مدل در

آنجایی که از است. برقرار ی به ی رابطه ی فیزی های حالت و دینامی متغیرهای بین نتیجه

زیر بصورت را سیستم آزادی درجات م توان م مانند، باق دوم نوع قیود فقط پیمانه تثبیت از بعد

[٢٢] کرد محاسبه
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٢× ( فیزی آزادی درجات (تعداد = (۶٣ . ٣)

مستقل) کانون متغیرهای −(تعداد ( کانون متغیرهای کل (تعداد =

( اصل دوم نوع قیدهای −(تعداد اول) نوع قیدهای −(تعداد پیمانه ای) شرایط (تعداد =

( کانون متغیرهای کل −(تعداد ( اصل دوم نوع قیدهای −(تعداد ٢× اول) نوع قیدهای .(تعداد

درجات و ریختیم دور را پیمانه ای آزادی های کردیم، بررس را مقید هامیلتون سیستم های فصل این در

اولیه قیدهای از گروه هر که دیدیم و کردیم معرف را ثانویه و اولیه قیدهای شمردیم. را سیستم آزادی

درجه دو کدام هر اول نوع قیدهای گفتیم باشند. دوم نوع و اول نوع قیدهای شامل م توانند ثانویه و

بخش در اساس براین م کنند. کم سیستم آزادی درجات از درجه ی کدام هر دوم نوع قیدهای و

آوردیم. به دست را سیستم آزادی درجات تعداد سیستم متغیرهای از قیدها این کردن کم با آخر،
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۴ فصل

ADM فرمول بندی

٣ که بدین صورت م کنیم. تجزیه بعدی ٣ + ١ به صورت را بعدی ۴ زمان فضا بندی فرمول این در

زمان چهارم مختصه ی امتداد در که م گیریم نظر در فضایی ابرسطح هایی به صورت را فضاگونه بعد

م باشند. پیشروی حال در گونه

گرانش میدان اول مرتبه فرم ١�۴

اول مرتبه فرم در اینشتین کنش ١�١�۴

است زیر به صورت نسبیت عام برای متداول کنش انتگرال

I =

∫
d۴x
√
−gL =

∫
d۴x
√
−gR. (١ . ۴)

از گیری وردش از قبل م آوریم. به دست را میدان معادلات بالا کنش از گرفتن وردش با م خواهیم

م کنیم ذکر را مهم رابطه ی چند (١ . ۴) معادله ی

δ
√
−g = −١

٢
√
−ggµνδgµν , (٢ . ۴)

δR = δgµνRµν + gµνδRµν ,

δRµν = ∇ρδΓµ
ρ

ν −∇µδΓρ
ρ

ν .
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م دهیم انجام را وردش گیری (٢ . ۴) روابط از استفاده با حال

δI =

∫
d۴x(−١

٢
√
−ggµνδgµν)R +

√
−g(δgµνRµν + gµνδRµν) (٣ . ۴)

=

∫
d۴x
√
−g(−١

٢
gµνδg

µνR + δgµνRµν + gµν∇ρδΓ
ρ
µν

− gµν∇µδΓ
ρ
ρν).

خواهیم نتیجه در هستند. صفر بودن، کامل مشتق دلیل به بالا رابطه ی در چهارم و سوم جملات

داشت

Gµν ≡ Rµν −
١
٢
gµνR = ٠. (۴ . ۴)

.[٢۶] هستند اینشتین میدان معادلات همان که

اینشتین میدان بعدی ١+٣ تجزیه ٢�۴

دینامی رفتار بررس برای مفیدی ابزار لاگرانژی و هامیلتون فرمول بندی ، کلاسی انی م در

با اکنون م کنند. ایجاد کوانتوم و کلاسی انی م بین ارتباط فرمول بندی دو این هستند. سیستم

Mدر خمینه ی ی م کنیم. جدا هم از را زمان و فضا مختصات بعدی، ١+٣ تقسیم بندی ی معرف

فضا‐زمان این م خواهیم م کند. توصیف را gµν متری با بعدی ۴ فضا‐زمان ی که یرید ب نظر

گذاری نام الر اس تابع ی توسط که کنیم تبدیل Σ٢ و Σ١ مانند فضاگونه سه بعدی ابرسطح های به را

زمان پارامتر ی توسط م شوند مشخص Σt با که فضایی بخش های از کدام هر م شوند. مشخص و

م کند تغییر زمان وقت م گیریم. نظر در Σt فضایی سطح روی متری را hab شده اند. نمادگذاری t

برای م کند. توصیف را Σt فضایی سطوح دینامی تحول که کرد خواهد تغییر نیز hab متری

زمان گونه n باشد فضاگونه Σt که زمان تا داشت. خواهد وجود n نرمال برداری میدان ی Σt هر

بود. خواهد

t is timelike ←→ NiN
i < N ٢ (۵ . ۴)

t is null ←→ NiN
i = N ٢

t is spacelike ←→ NiN
i > N ٢.

داریم باشد زمان بردار t اگر

ti ≡ m+N i m = Nni, (۶ . ۴)
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اند. شده گذاری نام t مختصه توسط که فضاگونه، بعدی سه های ابرسطح :١-۴ ل ش

بطور را t زمان بردار م توانیم م باشد. گذر٢ تابع N و انتقال١ بردار N i زمان، تحول بردار m که

پیمانه ای آزادی ی این باشند، اختیاری الر اس تابع و بردار N و N i ه به طوری کنیم انتخاب آزادانه

است. نظریه عام هموردایی انعکاس حقیقت در که است عام نسبیت در

انتقال بردار و گذر تابع همراه به ابرسطح :٢-۴ ل ش

n.n = −١ (٧ . ۴)

t.t = −N ٢ +NiN
i.

١shift vector
٢lapse function
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داشت خواهیم gαβ = g(α, β) از استفاده با

g٠٠ = g(t, t) = t.t, (٨ . ۴)

g٠٠ = −N ٢ +NiN
i,

g٠i = g(t, j) = t.j = (Nnj +N j).j,

g٠i = N j.j = Nkdx
k.j = Nj,

gij = g(i, j) = γij.

[gαβ] =

 −N ٢ +NjN
j Nj

Ni γij

 . (٩ . ۴)

است زیر به صورت gαβ معکوس ماتریس

[gαβ] =

 − ١
N٢

N i

N٢

Nj

N٢ γij − N iNj

N٢

 , (١٠ . ۴)

م آید به دست زیر به صورت که

[gαβ] =
١

det(gαβ)

 γij −Nj

−Ni −N ٢ +NjN
j

 . (١١ . ۴)

روابط از دهد نشان بعدی ٣ مولفه های برحسب را g بعدی ۴ متری که رابطه ای به دست یابی به منظور

م گیریم کم زیر تعاریف و

به دست ام j ستون و ام i سطر حذف از که ماتریس باشد، n× n ماتریس ی C = [aij] اگر

کهاد زیرماتریس این دترمینان بود، خواهد (n − ١) × (n − ١) ابعاد با C زیرماتریس ی م آید

م شود. داده نشان Mij با و شده نامیده

c٠٠ = (−١)٠M٠٠ =M٠٠, (١٢ . ۴)

M٠٠ = det(γij) = γ,

داریم g٠٠ برای

g٠٠ =
c٠٠

det(gαβ)
=
c٠٠

g
, (١٣ . ۴)
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م آوریم به دست g٠٠ در (١٢ . ۴) ذاری جای با نتیجه در است. g = det(gαβ) که

g٠٠ =
γ

g
, (١۴ . ۴)

داشت خواهیم (١۴ . ۴) در ذاری جای و g٠٠ = − ١
N٢ رابطه ی از استفاده با نهایت در

g = −N ٢γ, (١۵ . ۴)
√
−g =

√
N ٢γ = N

√
γ.

کردیم. تبدیل بعدی ٣ + ١ به را بعدی ۴ متری مولفه های بالا محاسبات با

خارج و داخل هندسه ٣�۴

م کنیم تبدیل آن ▽f بعدی ۴ هموردای مشتق به زیر رابطه ی با را Dc بعدی ٣ هموردای مشتق

DcT
a١...ak
b١...bl

≡ (ha١
d١
...hakdkh

e١
b١
...helbl)h

f
c ▽f T

d١...dk
e١...el

. (١۶ . ۴)

م کنیم تعریف زیر به صورت را بعدی ٣ فضای داخل انحنای تانسور

٣Rd
abcωd = DaDbωc −DbDaωc. (١٧ . ۴)

اعمال سطح ی روی که داخل هندسه با تضاد در است. فضایی بعدی کمیت ٣ ی ωd آن در که

همسای در Σ خمش به Σ خارج هندسه نیست، مهم فضا‐زمان در گرفتن قرار ونگ چ و م شود

تانسور م کند. اعمال Σ طول در na نرمال میدان بردار روی تغییرات کل بطور و دارد بستگ آن

م شود تعریف زیر به صورت Σt ابرسطح خارج انحنای

Kab = ∇βnαe
α
ae

β
b . (١٨ . ۴)

عمود هم بر nα و eαa بردارهای اینکه به توجه با است. متقارن خارج انحنای تانسور م دهیم نشان

داریم پایه بردارهای برای همچنین و هستند

∇βe
α
ae

β
b = ∇βe

α
b e

β
a , (١٩ . ۴)

داشت خواهیم خارج انحنای تعریف از استفاده با

∇βnαe
α
ae

β
b = −nα∇βe

α
ae

β
b (٢٠ . ۴)

= −nα∇βe
α
b e

β
a

= ∇βnαe
α
b e

β
a ,
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انحنای تقارن، ویژگ این از استفاده با Kabم باشد. = Kba یعن ، خارج انحنای تقارن معن به که

م کنیم بیان زیر به صورت را خارج

Kab = n(α;β)e
α
ae

β
b =

١
٢
(£ngαβ)e

α
ae

β
b . (٢١ . ۴)

م کنیم زین جای و گرفته کم ل مشتق رابطه ی از £ngab جای به اکنون

Kab =
١
٢
[nµ∇µgαβ + hµb∇αn

µ + gaµ∇βn
µ]eαae

β
b (٢٢ . ۴)

=
١

٢N
[Nnµ∇µgαβ + gµb∇α(Nn

µ)− hµβnµ∇αN

+ gαµ∇β(Nn
µ)− gαµnµ∇βN ]eαae

β
b ,

در tα = Nnα + eαaN
a ذاری جای با هستند. صفر gαµn

µ∇βN و gµβnµ∇αN جملات که

داشت خواهیم (٢٢ . ۴) رابطه ی

Kab =
١

٢N

[
£tgαβ −£(Nceac )gαβ

]
eαae

β
b . (٢٣ . ۴)

داریم نتیجه در

£(Nceac )gαβ = Na∇agαβ + gaβ∇αN
a + gαa∇βN

a = DαNβ +DβNα. (٢۴ . ۴)

[٢۴] م آوریم به دست (٢٣ . ۴) در (٢۴ . ۴) رابطه ی ذاری جای با نهایت در و

Kab =
١

٢N
eαae

β
b£tgαβ −

١
٢N

eαae
β
b (DαNβ +DβNα) (٢۵ . ۴)

=
١

٢N
(ġab −DaNb −DbNb).

است. بعدی ٣ مولفه های برحسب خارج انحنای بالا رابطه ی

گوس‐کودازی معادلات ۴�۴

توصیف را Σ بعدی ٣ سطح و بعدی ۴ فضای انحنای مولفه های بین دقیق روابط که فرمول هایی

م آوریم. به دست را آنها که م شوند شناخته گاوس‐کودازی معادلات عنوان به م کنند

زیر محاسبه  ی با را کار این زد، خواهیم تخمین ٣Rd
abc و kab از بخش هایی در را Rσ

µνρ اجزای

م دهیم انجام

DaDbωc = Da(h
µ
bh

ν
c∇µων). (٢۶ . ۴)
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داریم (١۶ . ۴) تعریف از استفاده با

DaDbωc = hρah
σ
bh

λ
c∇ρ(h

µ
σh

ν
λ∇µων) (٢٧ . ۴)

= hρah
σ
bh

λ
ch

µ
σh

ν
λ∇ρ∇µων

+ hρah
σ
bh

λ
ch

ν
λ∇ρ(h

µ
σ)∇µων

+ hρah
σ
bh

λ
ch

µ
σ∇ρ(h

ν
λ)∇µων .

داریم دوم جمله ی در

hρah
σ
b∇ρ(h

µ
σ) = hρah

σ
b∇ρ(g

µ
σ + nσn

µ) (٢٨ . ۴)

= hρah
σ
b∇ρg

µ
σ + hρah

σ
bn

µ∇ρnσ (٢٩ . ۴)

+ hρah
σ
bnσ∇ρn

µ = nµ∇anb = nµKab,

داریم آخر جمله ی در

hρσh
λ
c∇ρh

ν
λ = hρσh

λ
c∇ρ(g

ν
λ + nλn

ν) = nνKac. (٣٠ . ۴)

داشت خواهیم (١٧ . ۴) تعریف از استفاده با نتیجه در

hρah
σ
bh

λ
cR

d
ρσλ = ٣Rd

abc +KacK
d
b −KbcK

d
a . (٣١ . ۴)

است. مشهور گاوس رابطه ی به که

م کنیم شروع زیر محاسبه ی با کودازی رابطه ی به رسیدن برای

haρh
b
σh

c
λRabcdn

d = haρh
b
σh

c
λ(∇a∇b −∇b∇a)nc (٣٢ . ۴)

= haρh
b
σh

c
λ[∇a(g

d
b∇dnc)−∇b(g

d
a∇dnc)],

م کنیم محاسبه زیر به صورت را (٣٢ . ۴) رابطه ی اول جمله ی  

haρh
b
σh

c
λ∇a[(h

d
b − nbn

d)∇dnc] (٣٣ . ۴)

= haρh
b
σh

c
λ∇a(h

d
b∇dnc)

− haρhbσhcλ∇a(nbn
d∇dnc)

= ∇ρKσλ − haρhbσhcλ∇a(nbn
dKdc),

۴٠



م آوریم به دست زیر ل ش به نیز را (٣٢ . ۴) رابطه ی دوم جمله ی  

haρh
b
σh

c
λ∇b[(h

d
a − nan

d)∇dnc] = ∇σKρλ − haρhbσhcλ∇b(nan
dKdc), (٣۴ . ۴)

داشت خواهیم نتیجه در

haρh
b
σh

c
λRabcdn

d = (٣۵ . ۴)

∇ρKσλ −∇σkρλ − haρhbσhcλ[∇a(nbn
dKdc)−∇b(nan

dKdc)].

م آوریم به دست و کرده anb▽استفاده تقارن از

haρh
b
σh

c
λRabcdn

d = ∇ρKσλ −∇σKρλ, (٣۶ . ۴)

م دهیم تنجش d و b مولفه های روی را گاوس رابطه ی حال م شود. نامیده کودازی معادله ی که

٣Rb
abc +KacK −KbcK

b
a = hρah

σ
bh

λ
cR

b
ρσλ. (٣٧ . ۴)

م دهیم تنجش را (٣٧ . ۴) رابطه ی ر دی بار ی ،hac در ضرب با

٣R + k٢ − kabkba = hachρah
σ
bh

λ
cR

b
ρσλ (٣٨ . ۴)

= ٣R +K٢ −KabK
ab = hρλhσbR

b
ρσλ

= (gρλ + nρnλ)(gσb + nσnb)Rρσλb.

داریم نتیجه در

۴R = ٣R +K٢ −KabK
ab − ٢nanbRab. (٣٩ . ۴)

م کنیم محاسبه زیر ل ش به را (٣٩ . ۴) رابطه ی آخر جمله

Rabn
anb = Rα

aαbn
anb = na(∇α∇a −∇a∇α)n

α (۴٠ . ۴)

= na(∇α∇a)n
α − na(∇a∇α)n

α

= −∇αn
a∇an

α +∇an
a∇αn

α +∇α(n
a∇an

α)−∇a(n
a∇αn

α)

= K٢ −KabKab +∇α(n
a∇an

α)−∇a(n
a∇αn

α).

را کنش انتگرال مرزی بخش های فقط و بوده کامل مشتقات (۴٠ . ۴) معادله ی در آخر جمله ی دو

کرد حذف بالا معادله ی از را جمله دو این م توان این رو از م دهند، نتیجه

۴R = ٣R +KabK
ab −K٢. (۴١ . ۴)

۴١



م آوریم به دست را سیستم لاگرانژی حال

LG = R
√
−g (۴٢ . ۴)

LG = N
√
h[ ٣R +KabK

ab −K٢].

بنابراین نیست. N i یا N متغیرهای زمان مشتقات شامل بالا لاگرانژی رابطه ی که باشید داشته توجه

فرمول بندی در حقیقت این م دهد. نتیجه را قیدها معادله سرعت به متغیرها این به نسبت وردش گیری

.[٢۵] بود خواهد واضح تر کرد خواهیم معرف که هامیلتون

هامیلتون بندی فرمول ۵�۴

هستند یافته تعمیم مختصات ها qA که داریم زیر به صورت لاگرانژی کنید فرض

L = L(qA, q̇A; t). (۴٣ . ۴)

H کردیم. تعریف ٣ فصل در (١۵ . ٣) و (١۴ . ٣) روابط به صورت را هامیلتون و pA کانون تکانه ی

م گیریم نظر در t زمان احتمال متغیر ی و pA و qA از تابع را

H = H(qA, pA; t). (۴۴ . ۴)

م کنیم. اعمال عام نسبیت در را معادلات این (۴٢ . ۴) لاگرانژی از شروع با حال

م کنیم تعریف را کانون تکانه

Πab ≡ ∂LG

∂ḣab
≡ ∂

∂ḣab
[N
√
h(٣R +KabK

ab −K٢)], (۴۵ . ۴)

آن در که

Kab =
١

٢N
(ḣab −DaNb −DbNa), (۴۶ . ۴)

K = habKab.

م رسیم زیر رابطه ی به مشتق گیری از پس است.

Πab ≡
√
h(Kab −Khab). (۴٧ . ۴)

۴٢



است صفر عینا Na و N به نسبت کانون تکانه

πN ≡ ∂LG

∂Ṅ
⋍ ٠, (۴٨ . ۴)

πa ≡ ∂LG

∂Ṅa
⋍ ٠. (۴٩ . ۴)

متغیرهای عنوان به نم توانند بنابراین شوند، تفسیر لاگرانژ ضرایب عنوان به باید Na و N متغیرهای

است. hab دینامی متغیر تنها شوند. گرفته نظر در واقع دینامی

انتخاب ی به آنها کنیم. انتخاب آزادانه Naرا Nو توابع م توانیم کردیم ذکر قبلا که طور همان

گرفته نظر در دینامی متغیرهای به عنوان نم توانند بنابراین هستند. مربوط زمان بردار ی از آزادانه

م کنند. منعکس را پیمانه ی انتخاب آنها شوند، انتخاب اختیاری به طور م توانند متغیرها این شوند.

مشابه طور به است. زمان تحول برای مولد ی و دهد م نشان را زمان مقیاس تغییر آزاد انتخاب N

است. Σt فضایی های ابرسطح برای مختصات تبدیلات برای مولد ی هم Na بردار

هامیلتون ال چ ۶�۴

م شود: داده زیر ل ش به هامیلتون انتگرال

HG =

∫
M

HG

√
−gd۴x, (۵٠ . ۴)

است هامیلتون ال چ HG که

HG = ḣabπ
ab − LG, (۵١ . ۴)

به دست ḣبرای رابطه ای (۴٧ . ۴) رابطه ی از گرفتن کم با ابتدا ، هامیلتون ال چ آوردن به دست برای

م کنیم محاسبه زیر به صورت را الر اس π ابتدا منظور این به م آوریم،

πab =
√
h{ ١

٢N
(ḣab −DaN b −DbNa)− hab

٢N
(ḣ− ٢DcN

c)} (۵٢ . ۴)

π = habπ
ab =

√
h

N
(٢DaN

a − ḣ),

داشت خواهیم سپس

ḣ = ٢DaN
a − N√

h
π. (۵٣ . ۴)

۴٣



م آوریم به دست را ḣab ،πab در ḣ جای گذاری با حال

ḣab =
٢N√
h
πab + ٢Kab −

Nπ√
h
hab. (۵۴ . ۴)

م گیریم کم زیر روابط از

K = habKab = −
π

٢
√
h
, (۵۵ . ۴)

Kab =
πab√
h
− π

٢
√
h
hab,

KabK
ab =

πabπ
ab

h
− π٢

۴h
.

م کنیم محاسبه را هامیلتون ال چ ،(۵١ . ۴) فرمول در جای گذاری و آمده به دست روابط از استفاده با

H = N
√
h{−٣R + h−١(πabπ

ab − ١
٢
π٢)}+ ٢

√
h

h
πabπ

ab. (۵۶ . ۴)

داریم و

πabπ
ab = h[DaN bDaNb +DaN

aDbN
b] (۵٧ . ۴)

= h[−DaD
a(NB)Nb −DbDa(N

aN b)]

= h[−NbDaK
ab −N bDbK].

داشت خواهیم نتیجه در

πabπ
ab = −NahDbK

ba. (۵٨ . ۴)

م آید به دست زیر رابطه هامیلتون ال چ برای و

HG = NAG +NaA
a
G. (۵٩ . ۴)

م شوند تعریف زیر به صورت AG و Aa
G آن در که

AG =
√
h[−٣R + h−١(πabπab −

١
٢
π٢)], (۶٠ . ۴)

Aa
G = −٢

√
hDb(h

− ١
٢πba).

۴۴



گرانش کل هامیلتون ٧�۴

HGravity =

∫
d٣x(NAG +NaA

a
G) +

∫
d٣x(λπN + µπa). (۶١ . ۴)

م آوریم به دست را ثانویه قیدهای اولیه، قیدهای از استفاده با اکنون

٠ = π̇N = {πN , Hgrav} =
√
h{−٣R + h−١(πabπab −

π٢

٢
)} = AG, (۶٢ . ۴)

٠ = π̇a = −٢
√
hDb(h

− ١
٢πba) = AG

a . (۶٣ . ۴)

م باشد. تکانه قید دوم، قید و هامیلتون قید اول، قید م نامند. ثانویه قیدهای را حاصل عبارت های

با م کنند ایفا قید دو که نقش حال هر در م دهد. نشان را نظریه عام هموردایی قیدها این وجود

را گانه سه هندسه ی دینامی که است هامیلتون قید عهده ی بر اصل نقش است، متفاوت ر دی ی

م کنند. ایجاد را hij سه گانه متری (دیفئومورفیسم) تکانه قیدهای م کند. ایجاد

حرکت معادلات آوردن دست به ٨�۴

هامیلتون کار این برای م گیریم. وردش hab به نسبت HG از معادله ی حرکت آوردن به دست برای

م گیریم وردش جداگانه طور به جمله هر از و گرفته نظر در جمله سه جمع را

HG = H١ +H٢ +H٣, (۶۴ . ۴)

داریم آن در که

H١ = N
√
h[h−١(πcdπ

cd − ١
٢
π٢)], (۶۵ . ۴)

H٢ = −٢
√
hNcDd(h

− ١
٢πdc),

H٣ = −N
√
h ٣R = −N

√
hhcd ٣Rcd.

م گیریم وردش H١ از ابتدا

δH١

δhab
=
N

h

δ
√
h

δhab
(πcdπ

cd − ١
٢
π٢) (۶۶ . ۴)

+N

√
h

h
[πcdπefhce

δhdf
δhab

+ πcdπefhdf
δhce
δhab

− ١
٢
πcdπefhcd

δhef
δhab

− ١
٢
πcdπefhef

δhcd
δhab

].

۴۵



م گیریم کم زیر روابط از

δhdf
δhab

=
١
٢
(δadδbf + δafδbd), (۶٧ . ۴)

δ
√
h

δhab
= −١

٢
√
hhab.

داشت خواهیم (۶۶ . ۴) در (۶٧ . ۴) روابط جای گذاری با

δH١

δhab
= −N

٢
h−

١
٢hab(πcdπ

cd − ١
٢
π٢) + ٢Nh−

١
٢ [πb

cπ
ca − ١

٢
ππab]. (۶٨ . ۴)

م کنیم تعریف زیر به صورت را H٢

H٢ = ٢πdchce(∂dN
e + Γe

dfN
f ). (۶٩ . ۴)

م گیریم وردش H٢ از حال

δH٢

δhab
= ٢πdc δhce

δhab
DdN

e + ٢πdchceN
f
δΓe

df

δhab
. (٧٠ . ۴)

م شود نوشته زیر صورت به هموستار وردش

δΓe
df =

١
٢
heg[Ddδhfg +Dfδhdg −Dgδhdf ] (٧١ . ۴)

+
١
٢
δheg[DdhfgDfhdg −Dghdf ].

در که داشت توجه باید است. صفر هموستار با بودن متناسب دلیل به بالا رابطه ی جمله ی دوم

نیست. صفر آن مشتق اما است صفر هموستار ژئودژی مختصات

δH٢

δhab
= πd(aDdN

b) −
√
hDf (

πabN f

√
h

). (٧٢ . ۴)

م گیریم وردش H٣ از اکنون

δH٣

δhab
= −N δ

√
h

δhab
hcd ٣Rcd −N

√
h
δhcd
δhab

٣Rcd −N
√
hhcd

δ ٣Rcd

δhab
(٧٣ . ۴)

=
١
٢
N
√
hhab ٣R−N

√
h ٣Rab −N

√
hhcd

δ ٣Rcd

δhab
.

م کنیم تعریف زیر ل ش به را ریمان تانسور ابتدا بیاوریم. به دست را δRνσ م خواهیم حال

Rµ
νρσ = ∂ρΓ

µ
νσ − ∂σΓµ

νρ + Γµ
ρλΓ

λ
νσ − Γµ

νλΓ
λ
ρν . (٧۴ . ۴)

۴۶



داریم نتیجه در است، صفر هموستار ژئودزی مختصات در شد ذکر که همان طور

Rµ
νρσ = ∂ρΓ

µ
νσ − ∂σΓµ

νρ. (٧۵ . ۴)

م دهیم تنجش را ρ و µ اندیس های Rνσ آوردن به دست برای

Rνσ = ∂µΓ
µ
νσ − ∂σΓµ

νµ. (٧۶ . ۴)

داشت خواهیم نتیجه در

δRνσ = ∂µδΓ
µ
νσ − ∂σδΓµ

νµ. (٧٧ . ۴)

م کنیم تبدیل هموردا مشتق به را جزئ مشتق (٧٧ . ۴) رابطه ی در

hνσδRνσ = ∇µδΓ
µ
νσ −∇σδΓ

µ
νµ (٧٨ . ۴)

= hνσ∇λ∇νδhσλ − hνσ∇λ∇λδhνσ

= ∇λ(∇νδhσλ −∇λδhνσ)h
νσ.

م آوریم به دست نتیجه در

δH٣

δhab
=

١
٢
N
√
hhab ٣R−N

√
h ٣Rab +

√
h(habDeD

eN −DaDbN). (٧٩ . ۴)

م نویسیم زیر به صورت را حرکت معادله ی δHG در آمده به دست روابط دادن قرار با

π̇ab = −δHG

δhab
= −N

√
h(٣Rab − ١

٢
٣Rhab) +

١
٢
Nh−

١
٢hab(πcdπ

cd − ١
٢
π٢) (٨٠ . ۴)

− ٢Nh−
١
٢ (πacπb

c −
١
٢
ππab) + h

١
٢ (DaDbN − habDcDcN)

+ h
١
٢Dc(h

− ١
٢N cπab)− πc(aDcN

b).

م کنیم محاسبه را ḣab نهایت در و

ḣab =
δHG

δπab
=
δH١

δπab
+
δH٢

δπab
+
δH٣

δπab
. (٨١ . ۴)

داشت خواهیم نتیجه در

ḣab = ٢N
√
h(πab −

١
٢
πhab) +D(aNb). (٨٢ . ۴)

۴٧



گرانش میدان آزادی درجه های عنوان به که دارد مستقل مولفه ی ١٠ بعد، ۴ در gµν متقارن تانسور

عام هموردایی اصل از است. تا ١٠ نیز اینشتین میدان مولفه های تعداد م شود. تلق عام حالت در

دلخواه به را gµν از مولفه ۴ م دهد اجازه آزادی این است. مجاز مختصات تبدیل هر که م دانیم

فاز فضای در نسبیت عام نتیجه در م شود. ۶ میدان مستقل مولفه های تعداد بنابراین کنیم. انتخاب

که آمد به دست قید ۴ نظریه این در ADM تجزیه ی از استفاده با م باشد. آزادی درجه ی ١٢ دارای

فضای درنتیجه م کنند، کم سیستم آزادی درجات از درجه ٨ اول، نوع قید ۴ این هستند. اول نوع همه

بود. خواهد فیزی آزادی درجه ی ٢ با نظریه ای معن به که داشت خواهیم بعدی ۴ فازی

۴٨



۵ فصل

تانسوری اسکالر های نظریه هامیلتونی ساختار

هورندس توسط دوم مرتبه حرکت معادلات و آزادی درجه ی سه با تانسوری الر اس نظریه ی عموم ترین

دو از بیش شامل کل به طور م تواند کنش از بخش هر درحال که نظریه این در شد. ارائه ١٩٧۴ سال در

چارچوب هایی برای بود. خواهند دو از بالاتر مراتب مشتقات از مستقل حرکت معادلات باشد مشتق

ل ش به ADM تجزیه ی طریق از م توانند نظریه ها این است، زمان گونه الر اس میدان گرادیان که

شوند. فرمول بندی ساده ای

مانند اند، داده تعمیم را هورندس نظریه که گرانش تانسوری الر اس های نظریه از ای مجموعه

ما هدف م ماند. باق هورندس نظریه ی مانند آنها آزادی درجات تعداد نند می ادعا ،١GLPV

است. هامیلتون بررس از استفاده با GLPV نظریه آزادی درجات تعداد شمارش

GLPV نظریه ی ١�۵

به اضاف جملات کردن اضافه با شدند معرف GLPV توسط که هورندس یافته ی تعمیم مدل های

میدان معادلات در بالاتر مراتب فضایی مشتقات و م دهند تعمیم را هورندس گالیلئون، لاگرانژی

جملات با نظریه این لاگرانژی م مانند. باق زمان دوم مرتبه ی از میدان معادلات این م کنند. ایجاد
١Gleyzes-Langlois-Piazza-Vernizzi

۴٩



م شود داده زیر

Lϕ
٢ = G٢(ϕ,X) (١ . ۵)

Lϕ
٣ = G٣(ϕ,X)□ϕ

Lϕ
۴ = G۴(ϕ,X) (۴)R− ٢G۴,X(ϕ,X)(□ϕ٢ − ϕµνϕµν)

+ F۴(ϕ,X)ϵµνρσ ϵµ
′ν′ρ′σϕµϕµ′ϕνν′ϕρρ′ ,

Lϕ
۵ = G۵(ϕ,X) (۴)Gµνϕ

µν

+
١
٣
G۵(ϕ,X)(□ϕ٣ − ٣□ϕϕµνϕ

µν + ٢ϕµνϕ
µσϕν

σ)

+ F۵(ϕ,X)ϵµνρσϵµ
′ν′ρ′σ′

ϕµϕµ′ϕνν′ϕϕϕρρ′ϕσσ′

در همچنین . (ϕµ ≡ ∇µϕ, ϕµν ≡ ∇µ∇νϕ) است وابسته آن مشتقات و ϕ الر اس میدان به که

نیز ویرگول علامت است. چویتا لوی پادمتقارن ماتریس ϵµνρσ و است X ≡ gµνϕµϕν بالا روابط

است. فضایی مشتقات دهنده ی نشان

ان ی پیمانه کنش ٢�۵

به گونه ای را t زمان مختصه ی م توان است گونه زمان ،∂µϕ الر اس میدان ی مشتق که زمان تا

باشد برقرار زیر رابطه ی که کرد انتخاب

ϕ = ϕ(t). (٢ . ۵)

داریم ADM تجزیه ی اتخاذ با م شود. گفته ٢ ان ی پیمانه ی اغلب زمان مختصه ی انتخاب این به

ds٢ = −N ٢dt٢ + hij(dx
i +N idt)(dxj +N jdt), (٣ . ۵)

است زیر ل ش به ان ی پیمانه در GLPV نظریه ی کنش

S =

∫
d٣xdtN

√
h

۵∑
n=٢

Ln, (۴ . ۵)

٢unitary gauge
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م آید بدست زیر جمله ی چهار جمع از لاگرانژی جایی که

L٢ = A٢(t, N), (۵ . ۵)

L٣ = A٣(t, N)K,

L۴ = A۴(t, N)K٢ +B۴(t, N)R,

L۵ = A۵(t, N)K٣ +B۵(t, N)KijGij.

است شده استفاده زیر تعاریف از فوق روابط در

K = Ki
i , (۶ . ۵)

K٢ = K٢ −Ki
jK

j
i ,

K٣ = K٣ − ٣KKijKij + ٢Ki
jK

j
KK

K
i .

متری اینشتین تانسور و ریچ الر اس ،Gij و R اینجا، در م باشد. N و t حسب بر کمیت نیز Ai

رابطه ی با خارج انحنای براین علاوه هستند. hij سه بعدی فضایی

Kij =
١

٢N
(∂thij −DiNj −DjNi) (٧ . ۵)

م شوند. برده بالا و پایین hij و hij با فضایی های اندیس م شود. داده

قیدها بررس ٣�۵

م کنیم معرف زیر به صورت را لاگرانژی

L = N
√
h(L٢ + L٣ + L۴ + L۵). (٨ . ۵)

داریم اولیه قیدهای بنابراین و نیست N i و N زمان مشتقات شامل کنش

πi =
∂L

∂Ṅi

= ٠, πN =
∂L

∂Ṅ
= ٠. (٩ . ۵)

رابطه ی با hij با مزدوج کانون تکانه ی

Πij =
∂L

∂ḣij
. (١٠ . ۵)
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م آوریم به دست را آن زیر به صورت و شده معرف

πij
٢ = ٠, (١١ . ۵)

πij
٣ =

∂L٣

∂ḣij
= A٣

hij

٢N
,

πij
۴ =

∂L۴

∂ḣij
= A۴(K

hij

N
− Kij

N
),

πij
۵ =

∂L۵

∂ḣij
= A۵

[٣hij

٢N
(K٢ −KijKij),

− ٣
٢N

(٢KKij − ٢Kj
kK

ik)
]
+B۵Gij

١
٢N

.

داریم Πij برای ترتیب این به

Πij =
۵∑
٢

πij
n =

√
h

٢
{A٣h

ij + ٢A۴(Kh
ij −Kij) (١٢ . ۵)

+ ٣A۵[h
ij(K٢ −KijKij)

+ ٢(Kj
kK

ik −KKij)] +B۵Gij},

بود خواهد زیر به صورت هامیلتون نتیجه در و

H =

∫
d٣x

(
Πij∂thij −N

√
h

۵∑
n=٢

Ln + λiπi + λNπN

)
, (١٣ . ۵)

هستند. اولیه قیدهای به مربوط لاگرانژ ضرایب λi و λN بالا رابطه ی در

صورت این در م دهیم. قرار صفر مساوی را A۵ بعد به این از محاسبات شدن آسانتر برای

داشت خواهیم

Πij =

√
h

٢
[
A٣h

ij + ٢A۴(h
ijK −Kij) +B۵G

ij
]
. (١۴ . ۵)

استفاده با را K ابتدا کار این برای م آوریم. دست به Πij و Π اساس بر Kij برای رابطه ای اکنون

م کنیم استفاده (١۴ . ۵) معادله ی از Π رد آوردن به دست برای م آوریم. به دست Π از

Π = hijπ
ij =
√
h
{٣

٢
A٣ + ٢A۴K −

١
۴
B۵R

}
, (١۵ . ۵)

م آید به دست زیر به صورت خارج انحنای تانسور رد معادله، این از استفاده با

K =
π

٢A۴
√
h
− ٣A٣

۴A۴
+
B۵R

٨A۴
. (١۶ . ۵)
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داشت خواهیم (١۴ . ۵) رابطه ی در K جای گذاری با نتیجه در

Kij = −
١
A۴

[ ١√
h

(
πij −

١
٢
hijπ

)
+
A٣

۴
hij −

B۵

٢
(Rij −

١
۴
Rhij)

]
. (١٧ . ۵)

م کنیم محاسبه را زیر رابطه ی کار این برای م نویسیم. لاگرانژ ضرایب اساس بر را هامیلتون اکنون

H = πijḣij − L. (١٨ . ۵)

داشت خواهیم آن در Kij و K ذاری جای و (١۴ . ۵) رابطه ی از استفاده با

Πij =
١

٢N
√
hA۴ḣh

ij − ١
N

√
hA۴DlN

lhij (١٩ . ۵)

+
١
٢
√
hA٣h

ij − ١
٢N
√
hA۴ḣ

ij +
١

٢N
√
hA۴D

iN j

+
١

٢N
√
hA۴D

jN i +
١
٢
√
hB۵G

ij.

م آوریم به دست را Πij تانسور رد

Π = hijπ
ij =

١
N

√
hA۴ḣ−

٢
N

√
hA۴DiN

i (٢٠ . ۵)

+
٣
٢
√
hA٣ +

١
٢
√
hB۵R−

٣
۴
√
hRB۵.

م کنیم محاسبه را ḣ ،Π برای امده دست به رابطه از

ḣ =
Nπ√
hA۴

+ ٢DiN
i − ٣A٣

٢A۴
N +

B۵

۴A۴
NR. (٢١ . ۵)

م آوریم به دست را ḣij و گذاشته (١٩ . ۵) در را (٢١ . ۵) رابطه ی

ḣij = −NA٣

A۴
hij − NB۵R

۴A۴
hij +

Nπ√
hA۴

hij (٢٢ . ۵)

+DiN j +DjN i +
NB۵

A۴
Rij − ٢

N√
hA۴

πij.

م آید به دست هامیلتون (١٨ . ۵) در آن ذاری جای و (٢٢ . ۵) از استفاده با اکنون

H = −N
√
h
[ ١
A۴

(πijπij

h
− π٢

٢h

)
+

πA٣

٢
√
hA۴

−
٣A٢

٣

٨A۴
+ A٢ +B۴R (٢٣ . ۵)

− B۵√
hA۴

(
πijRij −

١
۴
πR
)
+
A٣B۵

٨A۴
R +

B٢
۵

۴A۴

(
RijRij −

٣
٨
R٢
)]

+ ٢πijDjN i.
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بود خواهد زیر ل ش به بالا رابطه ی آخر جمله ی

٢πijDjN i = −٢
√
hN iDj(

πj
i√
h
), (٢۴ . ۵)

م نویسیم زیر به صورت را هامیلتون نهایت در و

H = N iHi +NH٠. (٢۵ . ۵)

م شوند تعریف زیر به صورت H٠ و Hi که

Hi = −٢
√
hDj(

πj
i√
h
), (٢۶ . ۵)

H٠ = −
√
h
[ ١
A۴

(πijπij

h
− π٢

٢h

)
+

πA٣

٢
√
hA۴

−
٣A٢

٣

٨A۴
+ A٢ +B۴R (٢٧ . ۵)

− B۵√
hA۴

(
πijRij −

١
۴
πR
)
+
A٣B۵

٨A۴
R +

B٢
۵

۴A۴

(
RijRij −

٣
٨
R٢
)]
.

قیدهای وجود عدم یا وجود بررس برای داریم. اولیه قید دو دیدیم (٩ . ۵) رابطه ی در که طور همان

م کنیم عمل زیر به صورت (٢۵ . ۵) رابطه ی از استفاده با ثانویه،

d

dt
πi(x) ≈ {πi(x), H} ≈ −

∂H

∂N i
≈ −Hi, (٢٨ . ۵)

d

dt
πN(x) ≈ {πN(x), H} ≈ −

∂

∂N
(NH٠) = C.

هستند زیر ل ش به متناظر ثانویه ی قیدهای

Hi ≈ ٠, c ≈ ٠. (٢٩ . ۵)

م کنیم محاسبه زیر به صورت را C

C = −∂H
∂N

= − ∂

∂N
(N iHi +NH٠) = −

∂

∂N
(NH٠), (٣٠ . ۵)
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آن در که

C =
√
h
[ ١
A۴

(πijπij

h
− π٢

٢h

)
+

πA٣

٢
√
hA۴

−
٣A٢

٣

٨A۴
+ A٢ +B۴R (٣١ . ۵)

− B۵√
hA۴

(
πijRij −

١
۴
πR
)
+
A٣B۵

٨A۴
R +

B٢
۵

۴A۴

(
RijRij −

٣
٨
R٢
)]

+N
√
h
[
− ١
A٢

۴

(πijπij

h
− π٢

٢h

)∂A۴

∂N
+

١
٢
√
hA٢

۴

(
πA۴

∂A٣

∂N
− πA٣

∂A۴

∂N

)
− ١

١۶A٢
۴

(
١٢A٣A۴

∂A٣

∂N
− ۶A٢

٣
∂A۴

∂N

)
+
∂A٢

∂N
+R

∂B۴

∂N

− ١√
hA٢

۴

(
πijRij −

١
۴
πR
)(
A۴
∂B۵

∂N
−B۵

∂A۴

∂N

)
+

١
٨A٢

۴

(
RA۴B۵

∂A٣

∂N
+RA٣A۴

∂B۵

∂N
−RA٣B۵

∂A۴

∂N

)
+

١
۴A٢

۴

(
RijRij −

٣
٨
R٢
)(

٢A۴B۵
∂B۵

∂N
−B٢

۵
∂A۴

∂N

)]
.

م کنیم استفاده C محاسبه برای زیر روابط از حال

∂

∂N
(
N

A۴
) =

١
A٢

۴

(
A۴ −N

∂A۴

∂N

)
, (٣٢ . ۵)

∂

∂N
(
NA٣

A۴
) =

A٣

A۴
+
N

A٢
۴

(
A۴
∂A٣

∂N
− A٣

∂A۴

∂N

)
,

∂

∂N
(
NA٢

٣

A۴
) =

A٢
٣

A۴
+

٢NA٣

A۴

∂A٣

∂N
−
NA٢

٣

A٢
۴

∂A۴

∂N
,

∂

∂N
(NA٢) = A٢ +N

∂A٢

∂N
,

R
∂

∂N
(NB۴) = R

(
B۴ +N

∂B۴

∂N

)
,

∂

∂N
(
NB۵

A۴
) =

B۵

A۴
+
N

A۴

∂B۵

∂N
− NB۵

A٢
۴

∂A۴

∂N
.

داشت خواهیم نتیجه در

C =
√
h
{(πijπij

h
− π٢

٢h

) ∂

∂N
(
N

A۴
) +

π

٢
√
h

∂

∂N
(
NA٣

A۴
)− ٣

٨
∂

∂N
(
NA٢

٣

A۴
) (٣٣ . ۵)

+
∂

∂N
(NA٢) +R

∂

∂N
(NB۴)−

١√
h

∂

∂N
(
NB۵

A۴
)
(
πijRij −

١
۴
πR
)

+R
∂

∂N
(
NA٣B۵

٨A۴
) +

∂

∂N
(
NB٢

۵

۴A۴
)
(
RijRij −

٣
٨
R٢
)}
.
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با داشت. خواهد بستگ N به نیز c هستند، N به وابسته B۵ و B۴ و A۴ ،A٣ ،A٢ آنجایی که از

باشد برقرار زیر رابطه ی شرط که به کنیم تعیین را N م توانیم c ≈ ٠ قید از استفاده

∂٢H

∂N ٢ ̸= ٠. (٣۴ . ۵)

است برقرار زیر رابطه ی که دهیم نشان راحت به م توانیم

{H̄[f ], H̄[g]}p ≈ H̄[[f, g]] ≈ ٠, for ∀f i,∀ gi. (٣۵ . ۵)

داریم زیر کاربردی روابط از استفاده به نیاز (٣۵ . ۵) رابطه ی اثبات و کار ادامه برای

H̄[f ] ≡
∫
d٣xf i(x)Hi(x), [f, g]i ≡ f j∂jg

i − gj∂jf i. (٣۶ . ۵)

است. Hi قیدهای از خط ترکیبی H̄

δH̄[f ]
δhij(z)

≈
√
h
[ πil

√
h
Dlf

j +
πjl

√
h
Dlf

i −Dl(f
l π

ij

√
h
)
]
, (٣٧ . ۵)

δH̄[f ]
δπij(z)

≈
∫
d٣x
[
− ٢
√
h
(
fi(x)h

ilDj(
١√
h

δπlj
δπkm

)
)]

(٣٨ . ۵)

=

∫
d٣x
[

٢
√
h
(

٢
١√
h
(δlkδ

j
m + δlmδ

j
k)D

j(fi(x)h
il)
)]

≈ Difj +Djfi,

در زیر به صورت C از خط ترکیبی نیز C̄ م باشند. فضایی اختیاری توابع gi و f i بالا روابط در

م شود گرفته نظر

C̄[φ] =

∫
d٣xφ(x)C(x), f∂φ ≡ f i∂iφ. (٣٩ . ۵)
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م کنیم محاسبه نتیجه در

δC̄[φ]

δhij(z)
≈ ١

٢
φChij (۴٠ . ۵)

+
√
h
{
φ
π٢hij − ٢πmnπ

mnhij − ٢ππij + ۴πi
lπ

lj

٢h
∂

∂N
(
N

A۴
)
}

+
√
h
{
φ

٢πij − πhij

۴
√
h

∂

∂N
(
NA٣

A۴
)− φRij ∂

∂N
(NB۴ +

NA٣B۵

٨A۴
)
}

+
√
h
{
φ

٢πijR− ٢πRij + ۴πmnRmnh
ij − πRhij

٨
√
h

∂

∂N
(
NB۵

A۴
)
}

+
√
h
{
− φ

٢

(
Ri

lR
jl − ٣

٨
RRij

) ∂

∂N
(
NB٢

۵

A۴
)
}

+
√
h
{(
DiDj − hijD٢

)[
φ
∂

∂N
(NB۴ +

NA٣B۵

٨A۴
)
]}

+
√
h
{١

۴

[
δlk

(
DiDj − hijD٢

)
+ ٢
(
δikh

jlD٢ + hijDkD
l − δikDlDj

− δjkD
lDi
)]}
×
[
φ
πk
l√
h

∂

∂N
(
NB۵

A۴
)− φ

٢
Gk

l

∂

∂N
(
NB٢

۵

A۴
)
]
,

δC̄[φ]

δπij(z)
≈ φ(x)

√
h
[(٢πml

h

δπml

δπij
− πhml

h

δπml

δπij

) ∂

∂N
(
N

A۴
) (۴١ . ۵)

+
١

٢
√
h
hml

δπml

δπij

∂

∂N
(
NA٣

A۴
)

− ١√
h

(
Rml

δπml

δπij
− ١

۴
Rhml

δπml

δπij

) ∂

∂N
(
NB۵

A۴
)
]

≈ φ
{٢πij − πhij√

h

∂

∂N
(
N

A۴
) +

١
٢
hij

∂

∂N
(
NA٣

A۴
)

− (Gij +
١
۴
Rhij)

∂

∂N

(NB۵

A۴

)}
.
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م کنیم رااثبات (٣۵ . ۵) رابطه اکنون

{H̄[f ], H̄[g]} ≈
√
h
[ πil

√
h
Dlf

j +
πjl

√
h
Dlf

i −Dl(f
l π

ij

√
h
)
](
Digj +Djgi

)
(۴٢ . ۵)

−
√
h
[ πil

√
h
Dlg

j +
πjl

√
h
Dlg

i −Dl(g
l π

ij

√
h
)
](
Difj +Djfi

)
=
√
h
{piil√

h
Dlf

jDigj +
πil

√
h
Dlf

jDjgi +
πjl

√
h
Dlf

iDigj

+
πjl

√
h
Dlf

iDjgi −Dl(f
l π

ij

√
h
)Digj −Dl(f

l π
ij

√
h
)Djgi

− πil

√
h
Dlg

jDifj −
πil

√
h
Dlg

jDjfi −
πjl

√
h
Dlg

iDifj

− πjl

√
h
Dlg

iDjfi +Dl(g
l π

ij

√
h
)Difj +Dl(g

l π
ij

√
h
)Djfi

}
= ٢
√
h
{ πil

√
h
Dlf

jDjgi −
πil

√
h
Dlg

jDjfi + f l π
ij

√
h
DlDigj

− gl π
ij

√
h
DlDifj

}
.

م شوند ساده زیر به صورت بالا رابطه ی آخر جمله ی دو

f l π
ij

√
h
DlDigj = Di(f

lDlgj
πij

√
h
)−DiF

lDlgj
πij

√
h
− f lDlgjDi(

πij

√
h
)

−gl π
ij

√
h
DlDifj = −Di(g

lDlfj
πij

√
h
) +Dig

lDlfj
πij

√
h
+ glDlfjDi(

πij

√
h
),

م رسیم زیر رابطه ی به نتیجه در

{H̄[f ], H̄[g]} ≈ ٢
√
h
{
Di

[(
f lDlgj − glDlfj

) πij

√
h

]
(۴٣ . ۵)

−Di(
πij

√
h
)
(
f lDlgj − glDlfj

)}
.

داریم نتیجه در و است صفر بودن کامل مشتق دلیل به بالا رابطه اول جمله ی

{H̄[f ], H̄[g]} ≈ H̄[[f, g]] ≈ ٠. (۴۴ . ۵)

کنیم اثبات بالا تعاریف از استفاده با به سادگ م توانیم نیز را زیر رابطه ی

{H̄[f ], C̄[φ]}p ≈ C̄[f∂φ]−
∫
d٣x

∂٢H
∂N ٢φf

i∂iN. (۴۵ . ۵)

۵٨



م کنیم محاسبه را (۴۵ . ۵) رابطه ی م خواهیم (۴١ . ۵) تا (٣٧ . ۵) روابط از از گرفتن کم با

{H̄[f ], C̄[φ]}p ≈
√
h
[ πil

√
h
Dlf

j +
πjl

√
h
Dlf

i −Dl(f
l π

ij

√
h
)
]

(۴۶ . ۵)

× φ
[٢πij − πhij√

h

∂

∂N
(
N

A۴
)

+
١
٢
hij

∂

∂N
(
NA٣

A۴
)−

(
Gij +

١
۴
Rhij

) ∂

∂N
(
NB۵

A۴
)
]

−
(
Difj +Djfi

){١
٢
φChij

+
√
h
[
φ
π٢hij − ٢πmnπ

mnhij − ٢ππij + ۴πi
lπ

lj

٢h
∂

∂N
(
N

A۴
)
]

+
√
hφ

٢πij − πhij

۴
√
h

∂

∂N
(
NA٣

A۴
)−
√
hφRij ∂

∂N

(
NB۴ +

NA٣B۵

٨A۴

)
+
√
hφ

٢πijR− ٢πRij + ۴πmnRmnh
ij − πRhij

٨
√
h

∂

∂N
(
NB۵

A۴
)

−
√
h
φ

٢

(
Ri

lR
jl − ٣

٨
RRij

) ∂

∂N
(
NB٢

۵

A۴
)

+
√
h
(
DiDj − hijD٢

)[
φ
∂

∂N
(NB۴ +

NA٣B۵

٨A۴
)
]

+
√
h

١
۴

[
δlk

(
DiDj − hijD٢

)
+ ٢
(
δikh

jlD٢ + hijDkD
l − δikDlDj

− δjkD
lDi
)]
×
[
φ
πk
l√
h

∂

∂N
(
NB۵

A۴
)− φ

٢
Gk

l

∂

∂N
(
NB٢

۵

A۴
)
]}
.

۵٩



م کنیم. بررس جداگانه به طور را جزئ مشتق هر به مربوط جملات بالا، رابطه ی کردن ساده برای

م پردازیم ∂
∂N

( N
A۴
) جزئ مشتق به مربوط جملات کردن ساده به ابتدا

٢
πil

√
h
Dlf

jφ
πij√
h

∂

∂N

(N
A۴

)
− πil

√
h
Dlf

jφ
πhij√
h

∂

∂N

(N
A۴

)
(۴٧ . ۵)

+ ٢
πjl

√
h
Dlf

iφ
πij√
h

∂

∂N

(N
A۴

)
− πjl

√
h
Dlf

iφ
πhij√
h

∂

∂N

(N
A۴

)
−
(
Difj +Djfi

)
φ
π٢hij

٢h
∂

∂N

(N
A۴

)
+
(
Difj +Djfi

)
φ
πmnπ

mnhij

h

∂

∂N

(N
A۴

)
+
(
Difj +Djfi

)
φ
ππij

h

∂

∂N

(N
A۴

)
− ٢
(
Difj +Djfi

)
φ
πi
lπ

lj

h

∂

∂N

(N
A۴

)
−
(
Difj +Djfi

)١
٢
φhij

(πmnπ
mn

h
− π٢

٢h

) ∂

∂N

(N
A۴

)
− ٢Dl

(
f l π

ij

√
h

) πij√
h
φ
∂

∂N

(N
A۴

)
+ φDl

(
f l π

ij

√
h

)πhij√
h

∂

∂N

(N
A۴

)
,

م شوند. ساده هم با چهارم و دوم و اول خط های جملات بالا رابطه ی در

م شود ساده زیر به صورت (۴٧ . ۵) رابطه ی سوم خط اول جمله ی

f iDi

[
φ
∂

∂N
(
N

A۴
)
]π٢

h
+ f iφ

∂

∂N

(N
A۴

)
Di

(π٢

h

)
. (۴٨ . ۵)

م نویسیم زیر به صورت را (۴٧ . ۵) رابطه ی سوم خط دوم جمله ی

−٢f iDi

[
φ
∂

∂N

(N
A۴

)]πmnπ
mn

h
− ٢f iφ

∂

∂N

(N
A۴

)
Di

(πmnπ
mn

h

)
. (۴٩ . ۵)

م شود ساده زیر به صورت (۴٧ . ۵) رابطه ی پنجم خط

f iDi

[
φ
∂

∂N
(
N

A۴
)
](πmnπ

mn

h
− π٢

٢h

)
+ f iφ

∂

∂N

(N
A۴

)
Di

(πmnπ
mn

h
− π٢

٢h

)
.

(۵٠ . ۵)

م نویسیم زیر ل ش به را (۴٧ . ۵) رابطه ی آخر خط اول جمله ی

٢f iDi

[
φ
∂

∂N
(
N

A۴
)
]πmnπ

mn

h
+ ٢f i π

ij

√
h
φ
∂

∂N

(N
A۴

)
Di

( πij√
h

)
, (۵١ . ۵)

م شود ساده زیر به صورت (۴٧ . ۵) رابطه ی آخر جمله ی نهایت در و

−٢f iDi

[
φ
∂

∂N

(N
A۴

)]π٢

٢h
− ٢f iφ

πij

√
h

∂

∂N

(N
A۴

)
Di

( πhij
٢
√
h

)
. (۵٢ . ۵)

۶٠



است زیر ل ش به ∂
∂N

( N
A۴
) جزئ مشتق به مربوط جمله ی نتیجه در

f iDi

[
φ
∂

∂N

(N
A۴

)](πmnπ
mn

h
− π٢

٢h

)
. (۵٣ . ۵)

م کنیم محاسبه را ∂
∂N

(NA٣
A۴

) جزئ مشتق به مربوط جمله ی اکنون

١
٢
πil

√
h
Dlf

jφhij
∂

∂N

(NA٣

A۴

)
+

١
٢
πjl

√
h
Dlf

iφhij
∂

∂N

(NA٣

A۴

)
(۵۴ . ۵)

− ١
٢
φDl

(
f l π

ij

√
h

)
hij

∂

∂N

(NA٣

A۴

)
−
(
Difj +DjFi

)
φ
πij

٢
√
h

∂

∂N

(NA٣

A۴

)
+
(
Difj +Djfi

)
φ
πhij

۴
√
h

∂

∂N

(NA٣

A۴

)
−
(
Difj +Djfi

)١
٢
φhij

π

٢
√
h

∂

∂N

(NA٣

A۴

)
م رسیم زیر جمله ی به کردن ساده از پس که

π

٢
√
h
f iDi

[
φ
∂

∂N
(
NA٣

A۴
)
]

(۵۵ . ۵)

م کنیم بررس را ∂
∂N

(
NA٢

٣
A۴

) جزئ مشتق به مربوط جمله ی حال

(
Difj +Djfi

)١
٢
φ

٣
٨
∂

∂N

(NA٢
٣

A۴

)
(۵۶ . ۵)

= −٣
٨
f iDi

[
φ
∂

∂N

(NA٢
٣

A۴

)]
م پردازیم ∂

∂N
(NA٢) جزئ مشتق به مربوط جمله ی بررس به زیر در

−
(
Difj +Djfi

)١
٢
φhij

∂

∂N

(
NA٢

)
(۵٧ . ۵)

= f iDi

[
φ
∂

∂N
(NA٢)

]
م کنیم بررس را ∂

∂N
(NB۴) جزئ مشتق به مربوط جمله ی )اکنون

Difj +Djfi

)
φRij ∂

∂N

(
NB۴

)
(۵٨ . ۵)

−
(
Difj +Djfi

)(
DiDj − hijD٢

)[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
−
(
Difj +Djfi

)١
٢
φhijR

∂

∂N

(
NB۴

)

۶١



م کنیم ساده زیر به صورت را (۵٨ . ۵) رابطه ی دوم جمله ی

−
(
Difj +Djfi

)(
DiDj − hijD٢

)[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
(۵٩ . ۵)

= Dk
(
Difj +Djfi

)(
Djhik − hijDk

)[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
= −DlDk

(
Difj +Djfi

)(
hjlh

i
k − hijhlk

)[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
= −DlDK

(
Dkfl +Dlfk

)[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
+ ٢DkD

kDjfj

×
[
φ
∂

∂N

(
NB۴

)]
.

م کنیم استفاده (۵٩ . ۵) کردن ساده برای زیر روابط از

٢DkD
kDjfj

[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
= ٢Dk

[
DjDkfj +Ra

j
jkfa

][ ∂

∂N
(NB۴)

]
, (۶٠ . ۵)

−DlDkDlfk

[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
= −DkDlDlfk

[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
(۶١ . ۵)

−Ra
k

klDlfa

[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
−Ra

l
klDafk

[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
,

DkD
jDkfj = DjDkD

kfj +Ra
j
j
kD

kfa +Rakj
kDafj. (۶٢ . ۵)

م نویسیم زیر به صورت را (۵٩ . ۵) شده، تعریف روابط از اسفاده ]با
− ٢faDkR

ak − ٢RakDkfa

][
φ
∂

∂N

(
NB۴

)]
. (۶٣ . ۵)

داشت خواهیم ∂
∂N

(NB۴) جزئ مشتق به مربوط جمله ی برای نتیجه در

− ٢faDkR
ak
[
φ
∂

∂N

(
NB۴

)]
(۶۴ . ۵)

+ f iφ
∂

∂N

(
NB۴

)
DiR

+Rf iDi

[
φ
∂

∂N

(
NB۴

)]
.

در م باشد. صفر مساوی نتیجه در است. شده داده تنجش بیانک اتحاد برابر اول جمله ی دو جمع

با بود خواهد برابر (۶۴ . ۵) نهایت

Rf iDi

[
φ
∂

∂N
(NB۴)

]
. (۶۵ . ۵)

۶٢



م نماییم محاسبه را ∂
∂N

(NB۵
A۴

) به مربوط جمله ی حال

√
h
[ πil

√
h
Dlf

j +
πjl

√
h
Dlf

i −Dl

(
f l π

ij

√
h

)]
φ (۶۶ . ۵)

×
[
−
(
Gij +

١
۴
Rhij

) ∂

∂N

(NB۵

A۴

)]
−
(
Difj +Djfi

)١
٢
φChij

−
√
h
(
Difj +Djfi

)
φ

٢πijR− ٢πRij + ۴πmnRmnh
ij − πRhij

٨
√
h

× ∂

∂N

(NB۵

A۴

)
−
√
h

۴

(
Difj +Djfi

)
δlk

(
DiDj − hijD٢

)
×
[
φ
πk
l√
h

∂

∂N

(NB۵

A۴

)]
− ١

٢
√
h
(
Difj +Djfi

)(
δikh

jlD٢ + hijDkD
l

− δikDlDj − δjkD
lDi
)
×
[
φ
πk
l√
h

∂

∂N

(NB۵

A۴

)]
,

با بود خواهد برابر که

−
√
h
[ πil

√
h
Dlf

jφRij
∂

∂N

(NB۵

A۴

)
+
πjl

√
h
Dlf

iφRij
∂

∂N

(NB۵

A۴

)
(۶٧ . ۵)

−Dl

(
f l π

ij

√
h

)
φRij

∂

∂N

(NB۵

A۴

)
− ١

۴
πil

√
h
Dlf

jφRhij
∂

∂N

(NB۵

A۴

)
− ١

۴
πjl

√
h
Dlf

iφRhij
∂

∂N

(NB۵

A۴

)
+

١
۴
Dl

(
f l π

ij

√
h

)
φRhij

∂

∂N

(NB۵

A۴

)
− ١

٢
√
h

(
Difj +Djfi

)
φhij

(
πmnRmn −

١
۴
πR
) ∂

∂N

(NB۵

A۴

)
+

١
۴
√
h

(
Difj +Dgfi

)
φπijR

∂

∂N

(NB۵

A۴

)
− ١

۴
√
h

(
Difj +Dgfi

)
× φπRij ∂

∂N

(NB۵

A۴

)
+

١
٢
√
h

(
Difj +Djfi

)
φπmnRmnh

ij

− ١
٨
√
h

(
Difj +Djfi

)
× φπRhij ∂

∂N

(NB۵

A۴

)
+

١
۴

(
Difj +Djfi

)
×
(
DiDj − hijD٢

)[
φ
π√
h

∂

∂N

(NB۵

A۴

)]
+

١
٢

(
Difj +Djfi

)
×
(
δikh

jlD٢ + hijDkD
l − δikDlDj − δjkD

lDi
)(
φ
πk
l√
h

∂

∂N

(NB۵

A۴

))
].

م رسیم زیر رابطه ی به کردن ساده از پس

−f iDi

[
φ
∂

∂N
(
NB۵

A۴
)
]πmnRmn − ١

۴πR√
h

. (۶٨ . ۵)

۶٣



م کنیم بررس را ∂
∂N

(NA٣B۵
٨A۴

) جزئ مشتق به مربوط )جمله ی
Difj +Djfi

)
φRij ∂

∂N

(NA٣B۵

٨A۴

)
(۶٩ . ۵)

−
(
Difj +Djfi

)(
DiDj −H ijD٢

)
φ
∂

∂N

(NA٣B۵

٨A۴

)
−
(
Difj +Djfi

)١
٢
φR

∂

∂N

(NA٣B۵

٨A۴

)
م رسیم زیر جمله ی به کردن ساده از پس

Rf iDi

[
φ
∂

∂N

(NA٣B۵

٨A۴

)]
. (٧٠ . ۵)

م پردازیم ∂
∂N

(
NNB٢

۵
A۴

) جزئ مشتق به مربوط جمله ی بررس به اکنون

(
RmnRmn −

٣
٨
R٢
)
F iDi

[
φ
∂

∂N

(NB٢
۵

A۴

)]
+ f iφ

∂

∂N

(NB٢
۵

A۴

)
(٧١ . ۵)

×Di

[
RmnRmn −

٣
٨
R٢
]
+
(
Difj +Djfi

)φ
٢

(
Ri

lR
jl − ٣

٨
RRij

)
× ∂

∂N

(NB٢
۵

A۴

)
+

١
۴

(
Difj +Djfi

)
δlk

(
DiDj − hijD٢

)
×
[φ

٢
Gk

l

∂

∂N

(NB٢
۵

A۴

)]
+

١
٢

(
Difj +Djfi

)(
δikh

jlD٢ + hijDkD
l

− δikDlDj − δjkD
lDi
)
×
[φ

٢
Gk

l

∂

∂N

(NB٢
۵

A۴

)]
.

م شود نوشته زیر به صورت بالا محاسبات به توجه با (۴۶ . ۵) رابطه ی نهایت در

{H̄[f ], C̄[φ]} ≈
∫
d٣x
√
h
{(πijπij

h
− π٢

٢h

)
f iDi

[
φ
∂

∂N

(N
A۴

)]
(٧٢ . ۵)

− ٣
٨
f iDi

[
φ
∂

∂N

(NA٢
٣

A۴

)]
+ f iDi

[
φ
∂

∂N

(
NA٢

)]
+Rf iDi

[
φ
∂

∂N

(
NB۴

)]
−
πijRij − ١

۴πR√
h

f iDi

[
φ
∂

∂N

(NB۵

A۴

)]
+Rf iDi

[
φ
∂

∂N

(NA٣B۵

٨A۴

)]
+
(
RmnRmn −

٣
٨
R٢
)
f i

×Di

[
φ
∂

∂N

(NB۵٢

۴A۴

)]
+

π

٢
√
h
f iDi

[
φ
∂

∂N

(NA٣

A۴

)]}
.

کنیم خلاصه زیر به صورت را (٧٢ . ۵) رابطه م توانیم

{H̄[f ], C̄[φ]} ≈
∫
d٣x
(
Cf iDiφ+ φf iDiN

∂

∂N
C
)
. (٧٣ . ۵)

۶۴



م ماند. باق دوم جمله ی اما شود، م حذف C = ٠ تعریف با سطح روی بالا رابطه ی اول جمله ی

کنیم اول نوع قید به تبدیل زیر به صورت را Hi م توانیم نتیجه در در

Htot
i ≡ Hi + πN∂NN. (٧۴ . ۵)

م گیریم نظر در زیر به صورت نکانه قید و اول نوع قید این از خط ترکیبی

H̄tot[f ] ≡
∫
d٣xf i(x)Htot

i (x), π̄N [φ] ≡
∫
d٣xφ(x)πN(x). (٧۵ . ۵)

م کنیم بررس قیود سایر با را H̄tot پواسون کروشه ی سپس

{H̄tot[f ], π̄N [φ]}p ≈ π̄N [f∂φ] ≈ ٠, (٧۶ . ۵)

{H̄tot[f ], C̄N [φ]}p ≈ C̄[f∂φ] ≈ ٠,

{H̄tot[f ], H̄tot[g]}p ≈ H̄tot[[f, g]] ≈ ٠.

داریم تعریف طبق همچنین

{πi(x), πj(y)}p = ٠, (٧٧ . ۵)

{πi(x), πN(y)}p = ٠,

{πi(x), C(y)}p = ٠

{πx,Htot
j (y)}p = ٠.

م آید به دست زیر به صورت H̄tot[f ] زمان مشتق بنابراین

d

dt
H̄tot[f ] ≈ {H̄tot[f ], H}p ≈ H̄[[f,N ]] + π̄N [f∂λN ] ≈ ٠, (٧٨ . ۵)

قیود که م شود نتیجه پس

Htot
i ≈ ٠, (i = ١, ٢, ٣),

و

πi ≈ ٠,

را πN قید پواسون کروشه ی اکنون ندارد. وجود آن ها با مرتبط اضاف ثانویه ی قید و هستند اول نوع

م کنیم بررس قیود سایر با

{πN(x), πN(y)} = ٠, (٧٩ . ۵)

{C(x), πN(y)} = −
∂٢H
∂N ٢ δ

٣(x− y).
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بود نخواهد صفر ضعیف به طور زیر دترمینان (٣۴ . ۵) رابطه ی برقراری به شرط

det

 {πN(x), πN(y)}p {πN(x), C(y)}p
{C(x), πN(y)}p {C(x), C(y)}p

 ̸= ٠, (٨٠ . ۵)

کل هامیلتون نتیجه در هستند. دوم نوع قیود C ≈ ٠ و πN ≈ ٠ قیود مجموعه ی معن که این به

م شود تعریف زیر به صورت

Htot =

∫
d٣x[H +N iHi + niHtot

i + λiπi + λNπN + λcC] (٨١ . ۵)

=

∫
d٣x[H + (N i + ni)Hi + λiπi + (λN + ni∂iN)πN + λcC].

اضاف ثانویه ی قید زیر زمان مشتق رابطه ی از هستند دوم نوع قیود C ≈ ٠ و πN ≈ ٠ این که به دلیل

م شوند تعیین λN و λc لاگرانژ ضرایب ه بل نم آید به دست

d

dt
πN(x) ≈ {πN(x), Htot} ≈ ٠,

d

dt
C(x) ≈ ∂

∂t
C(x) + {C(x), Htot} ≈ ٠.

(٨٢ . ۵)

آزادی درجات شمارش ۴�۵

باید کامل پیمانه ی تثبیت ی برای م دهیم. انجام پیمانه تثبیت ابتدا آزادی درجات شمارش برای

داریم اول نوع قید دو ما مساله این در باشد. اول نوع قیود تعداد با برابر مستقل پیمانه ای شرایط تعداد

م گیریم: نظر در زیر به صورت پیمانه ای شرط دو و

Ci(x) ≈ ٠, F i(x) ≈ ٠, (i = ١, ٢, ٣), (٨٣ . ۵)

م دهند مربع ماتربس ی یل تش اول نوع قیود با پیمانه ای شرایط پواسون کروشه ی بنابراین

det

 δCj(y)
δN i(x)

δFj(y)
δN i(x)

{Htot
i (x), Cj(y)}p {Htot

i (x),F j(y)}p

 , (٨۴ . ۵)

تثبیت با است. صفر مخالف و معکوس پذیر ماتریس این است. پواسون کروشه ی نشاندهنده ی p

پس اول نوع قیدهای تمام که است منطق پس ببریم، بین از را پیمانه ای آزادی های م خواهیم پیمانه

م روند. بین از پیمانه تثبیت از

داشت خواهیم زیر به صورت دوم نوع قید ١۴ از مجموعه ای پیمانه ای شرایط گرفتن نظر در با

Htot
i ≈ ٠, πi ≈ ٠, C i(x) ≈ ٠, F i(x) ≈ ٠ (٨۵ . ۵)

πN ≈ ٠, C ≈ ٠, (i = ١, ٢, ٣).
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م شود نوشته زیر به صورت کل هامیلتون پیمانه تثبیت از بعد

H ′
tot =

∫
d٣x
[
H +N iHi + niHtot

i (٨۶ . ۵)

+ λiπi + λCi C
i + λFi F i + λNπN + λcC

]
=

∫
d٣x
[
H +

(
N i + ni

)
Hi + λiπi

+
(
λN + ni∂iN

)
πN + λcC ++λCi C

i + λFi F i
]
.

مجموعه ی دوم، نوع قیدهای داشتن با معمول به طور هستند. لاگرانژ ضرایب λCi و λFi بالا رابطه ی در

م آیند به دست زیر روابط با کامل به طور لاگرانژ ضرایب

{Hi(x), H
′
tot}p ≈ ٠, (٨٧ . ۵)

{πi(x), H ′
tot}p ≈ ٠,

∂

∂t
Ci(x) + {C i(x), H ′

tot}p ≈ ٠,

∂

∂t
F i(x) + {F i(x), H ′

tot}p ≈ ٠,

{πN(x), H ′
tot}p ≈ ٠,

∂

∂t
C(x) + {C(x), H ′

tot}p ≈ ٠.

فاز فضای به دوم، نوع قید ١۴ کردن کم با نهایت در و کردیم شروع بعدی ٢٠ فاز فضای با ابتدا در

.[٢٨] داریم آزادی درجه ی ٣ بنابراین رسیدیم. بعدی ۶ فیزی

بررس باید اکنون م شدند، نظریه ی در اضاف آزادی درجات حضور از مانع بالا استدلال های

بررس برای دوم درجه ی کنش ی محاسبه ی به بنابراین نباشند. شبح باقیمانده آزادی درجات که کنیم

انرژی بخش های که کنیم حاصل اطمینان باید همچنین و م پردازیم آزادی درجات انتشار اختلالات

هستند. درست علامت دارای جنبش

کنش از شروع با م کنیم. انتخاب را ٣FLRW متری ، کیهان شناس در بررس این انجام برای

م کنیم پیدا دست زیر به صورت دوم درجه ی لاگرانژی به آن، تعمیم و اینشتین‐هیلبرت

L(٢) = αĠ٢ − β (∂iG)
٢

a٢ +
١
۴

[
−A۴γ̇

٢
ij − B۴

(∂kγij)
٢

a٢

]
, (٨٨ . ۵)

و α ضرایب بودن مثبت به ازای همچنین و نیست بالا مراتب زمان مشتقات شامل ما انتظار طبق که

.[٢٧] ندارند وجود نظریه در شبح آزادی درجات که کرد تضمین م توان ، −A۴

٣Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker
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نتیجه گیری ۵�۵

گرانش تعمیم برای الر اس تانسور نظریه ی ی به عنوان هورندس نظریه ی بررس به پایان نامه این در

به و دادیم قرار مطالعه مورد نظریه این از مثال به عنوان را گالیلئون ها ابتدا روند این در پرداختیم.

از مانع امر این که بردیم پی دوم مرتبه از حداکثر حرکت معادلات داشتن یعن آن ها، دوم مرتبه طبیعت 

قیدهای همچنین و ثانویه و اولیه قیدهای مقید، هامیلتون سیستم های م شد. نظریه در ناپایداری ایجاد

درجات شمارش و هامیلتون ساختار بررس به آنها از استفاده با و کردیم معرف را دوم نوع و اول نوع

طبق که کردیم مشاهده پرداختیم. است هورندس نظریه ی از تعمیم که ،GLPV نظریه ی آزادی

دریافتیم هستند. پیمانه ای تبدیل مولدهای ثانویه و اولیه از اعم اول نوع قیدهای تمام دیراک فرض

سیستم آزادی درجات از درجه دو کدام هر دوم نوع قیدهای و درجه ی کدام هر اول نوع قیدهای که

درجات مساله، متغیرهای کل تعداد از کردن کم و قیدها این شمارش با این ترتیب به م کنند. کم

ADM فرمول بندی محاسبات، ساده سازی برای همچنین دادیم. قرار مطالعه مورد را سیستم آزادی

حال در زمان مولفه ی راستای در که فضایی ابرسطح هایی به را فضا روش این در گرفتیم. به کار را

این اعمال روند در نوشتیم. فضایی بعد سه رادر معادلات نهایت در و کردیم تجزیه هستند پیشروی

و ADM فرمول بندی از گرفتن کم با آخر در کردیم. استفاده گوس‐کودازی معادلات از روش

قرار مطالعه مورد را GLPV نظریه ی هامیلتون ساختار قیدها، تعریف و مقید هامیلتون سیستم های

آوردیم. به دست آزادی درجه سه و داده
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ABSTRACT

Degrees of freedom analysis of scalar tensor

theory of gravity

By:

Hoda Ghaffarian

General relativity is the geometric theory of gravity that exhibits general covariance and cor-

rectly describes what we observe at the scale of the solar system. The problems arise when one looks

at the universe at very small or very large scales. Recent observations have shown that the universe

is in a phase of accelerated expansion. General relativity cannot explain this acceleration. So, we

need to modify the gravity at least at large scales.

By using a scalar-tensor theory known as the Horndeski theory, we try to modify general rela-

tivity. Its equations of motion are of second order, while its Lagrangian can have higher than second

order derivatives. This property avoids the theory to have ghosts and instabilities. As an example of

this theory, we will study the Galileons and found that in curved space time, one can formulate the

theory in such a way that the equations of motion be second order in time derivatives by sacrificing

the Galileon symmetry. We will count the dynamical degrees of freedom of the Horndeski theory

in the unitary gauge and show that the theory has three dynamical degrees of freedom; one for the

scalar field and the rest for the gravitational wave.
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